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णनवेदन 
 
आधुवनक शासे्त्र, ज्ञानववज्ञाने, तंत्र आवण अवियावंत्रकी इत्यादी के्षत्रातं त्याचप्रमाणे िारतीय प्राचीन 

संस्कृती, इवतहास, कला इत्यादी ववषयातं मराठी िाषेला ववद्यापीठाच्या स्तरावर ज्ञानदान करण्याचे 
सामर्थयय याव े हा उदे्दश लक्षात घेऊन सावहत्य-संस्कृवत मंडळाने वाङ्मय वनर्ममतीचा ववववध काययक्रम हाती 
घेतला आहे. मराठी ववश्वकोश, मराठी िाषेचा महाकोश, वाङ्मयकोश, ववज्ञानमाला, िाषातंरमाला, 
आतंरिारती–ववश्विारती, महाराष्ट्रवेतहास इत्यादी योजना या काययक्रमात अंतिभयत केल्या आहेत. 

 
२. मराठी िाषेला ववद्यापीठीय िाषेचे प्रगल्ि स्वरूप व दजा येण्याकवरता मराठीत ववज्ञान, 

तत्त्वज्ञान, सामावजक शासे्त्र आवण तंत्रववज्ञान या ववषयावंरील संशोधनात्मक व अद्ययावत मावहतीने युक्त 
अशा गं्रथाचंी रचना मोठ्या प्रमाणावर होण्याची आवश्यकता आहे. वशक्षणाच्या प्रसाराने मराठी िाषेचा 
ववकास होईल, ही गोष्ट तर वनर्मववादच आहे. पण मराठी िाषेचा ववकास होण्यास आणखीही एक साधन 
आहे आवण ते साधन म्हणजे मराठी िाषेत वनमाण होणारे उत्कृष्ट वाङ्मय हे होय. जीवनाच्या िाषेतच ज्ञान व 
संस्कृती याचें अवधष्ठान तयार व्हाव ेलागेल. जोपयंत माणसे परकीय िाषेच्याच आश्रयाने वशक्षण घेतात, 
कामे करतात व ववचार व्यक्त करतात, तोपयंत वशक्षण सकस बनत नाही. संशोधनाला परावलंवबत्व राहते व 
ववचाराला अस्सलपणा येत नाही; एवढेच नव्हे तर वगेाने वाढणाऱ्या ज्ञानववज्ञानापासभन सवयसामान्य माणसे 
ववंचत राहतात. 

 
३. ससं्कृत व अन्य िारतीय िाषातंील आवण त्याचप्रमाणे इगं्रजी, फ्रें च, जमयन, इटावलयन, रवशयन, 

ग्रीक, लॅवटन इत्यादी पविमी िाषातंील अविजात गं्रथाचें व उच्च सावहत्यामधील ववशषे वनवडक पसु्तकाचें 
िाषातंर ककवा साराशं–अनुवाद अथवा वववशष्ट ववस्तृत गं्रथाचंा आवश्यक तेवढा पवरचय करून देणे हा 
िाषातंरमालेचा उदे्दश आहे. 

 
४. िाषातंर योजनेतील पवहला काययक्रम मंडळाने आखभन, ज्यानंा अग्रक्रम वदला पावहजे अशी 

पािात्य व िारतीय िाषातंील सुमारे ३०० पुस्तके वनवडली आहेत. होमर, व्हर्मजल, इस्स्कलस्, 
ॲवरस्टोफेवनस, युवरवपवडस्, प्लेटो, ॲवरस्टॉटल, थॉमस् ॲक्वाइनस्, न्यभटन, डार्मवन, रूसो, कान्ट, हेगल, 
जॉन स्टुअटय वमल, गटे, शके्सपीअर, टॉलस्टॉय्, दोस्तएवस्की, कॅवसरेर, गॉडयन् व्ही. चाइल्ड इत्यावदकाचंा 
या िाषातंरमालेत समावशे केला आहे. संस्कृतमधील वदे, उपवनषदे, महािारत, रामायण, िरताचे 
नाट्यशास्त्र, संगीत-रत्नाकर, ध्वन्यालोक, प्राकृतातील गाथासप्तशती, वत्रवपटकातील वनवडक िाग 
इत्यावदकाचंाही या िाषातंरमालेत समावशे केला आहे. 

 
५. मंडळाच्या िाषातंर योजनेखाली मडंळाने आतापयंत अनेक अविजात गं्रथाचंी िाषातंरे प्रकावशत 

केली आहेत. जॉन स्टुअटय वमलचे “On Liberty”, रूसोचे “Social Contract”, एम्. एन्. रॉयचे 
“Reason, Romanticism & Revolution” व “Letters from Jail”, स्तावनस्लावस्कीचे “An Actor 
Prepares”, तुगनेेवचे “Fathers & Sons”, रायशनेबाखचे “Rise of Scientific Philosophy”, गन्नर 
वमरदालचे “Economic Theory and Underdeveloped Regions”, कै. पा.ं वा. काणे याचें “History of 
Dharmashastra”, कोपलँडचे “Music & Imagination”, बरान्ड रसेलचे “Religion & Science”, 
तेरझागोचे “Theoretical Soil Mechanics”, ववशाखदत्तचे “मुद्राराक्षसम्”, िरतमुनींचे “िरतनाट्यशास्त्र” 
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(अध्याय ६ व ७ आवण अध्याय १८ व १९), वनकोलाय मनुचीचे “Storia Do Mogor”, ए. सी. वपगभवलवखत 
“Socialism Vs. Capitalism” इत्यादी पुस्तकाचंी िाषातंरे व सारानुवाद प्रकावशत झाले आहेत.  

 
६. बरान्ड रसेलवलवखत “Introduction to Mathematical Philosophy” या पसु्तकाचा मराठी 

अनुवाद प्रा. म. रा. राईलकर, स. प. महाववद्यालय, पुणे यानंी केला असभन तो मंडळाच्या 
िाषातंरमालेखाली “गवणती तत्त्वज्ञानाचा पवरचय” या शीषयकाने प्रकावशत करण्यास मंडळास आनंद होत 
आहे. 

 
७. या पुस्तकाचा मराठी अनुवाद प्रकावशत करण्यास मंडळास परवानगी वदल्याबद्दल जॉजय अॅलन 

अॅण्ड अनववन वल., लंडन या प्रकाशन संस्थेचे मी मनःपभवयक आिार मानतो. 
 
 लक्ष्मिशास्त्री जोशी, 

 अध्यक्ष 
वाई: महाराष्ट्र राज्य 
११ पौष, १८९६ सावहत्य संस्कृवत मंडळ, 
१ जानेवारी, १९७५. सवचवालय, मंुबई– ३२. 
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प्रस्तावना 
 

ह्या पसु्तकाचा हेतभ केवल “पवरचय” करून देणे इतकाच आहे, आवण ज्या प्रश्नाचंा ऊहापोह त्यात 
केलेला आहे त्याचें सववस्तर वववचेन देण्याचा नाही. तार्मकक प्रतीक–पद्धतीवर प्रितु्व असणाऱ्यानंाच 
आजवर जे समजणे शक्य होते त्यापंैकी काहींची मावहती नववशक्यानंाही समजेल अशा रूपात पुढे माडंणे 
आवश्यक वाटले. ज्याचं्याबद्दल अद्यावपही गंिीर स्वरूपाच्या शकंा आहेत अशा प्रश्नासंंबंधीचा हटवादीपणा 
टाळण्याचा आटोकाट प्रयत्न केला आहे, आवण ह्या प्रयत्नाचाच काहीसा प्रिाव यात घेतलेल्या ववषयाचं्या 
वनवडीवर झाला आहे. गवणती तत्त्वज्ञानाचा आरंिीचा िाग त्याच्यानंतरच्या िागाइतका खात्रीलायकरीत्या 
मावहती नसतो, पण तत्त्वज्ञानाच्या दृष्टीने तो वनदान वततकातरी महत्त्वाचा असतोच. पढुील प्रकरणामधभन जे 
काय माडंले आहे त्यातंील पषु्ट्कळशा िागाला “तत्त्वज्ञान” म्हणणे योग्य होणार नाही, पण त्याचं्याववषयीचे 
शास्त्र समाधानकारकपणे जोवर वनमाण झालेले नव्हते तोवर संबंवधत ववषयाचंा अतंिाव तत्त्वज्ञानातच केला 
जात असे. उदाहरणाथय, अनंत आवण सातंत्य याचंा अतंिाव पभवी तत्त्वज्ञानात करीत; पण सध्या तो गवणतात 
होतो. ज्या शास्त्रीय ववषयाचंी वनर्ममती या के्षत्रात झाली आहे त्याचंा अतंिाव काटेकोर अथाने गवणती 
तत्त्वज्ञानात बहुधा करता येणार नाही; ज्ञानाच्या वक्षवतजावरील ज्या प्रश्नाचंी वनवित मावहती अजभन प्राप्त 
झालेली नाही त्याचं्याववषयी गवणताच्या तत्त्वज्ञानाने ऊहापोह करावा ही अपेक्षा स्वािाववक आहे. पण 
गवणती तत्त्वाचं्या अवधक शास्त्रीय िागाचंी मावहती होईपयंत अशा प्रश्नावंवषयी तकय कुतकय  करीत बसणे, 
फलदायी होणे शक्य वाटत नाही, म्हणभन ह्या िागाचंा ऊहापोह करणाऱ्या पसु्तकाला, ते गवणती 
तत्त्वज्ञानाचा परिचय करून देत आहे इतकाच दावा करता येईल, मात्र त्याने जेथे स्वतःच्या के्षत्राच्या बाहेर 
पाऊल टाकले आहे तेवढा िाग सोडल्यास, त्यात तत्त्वज्ञानाच्या एखाद्या िागाचा ऊहापोह झाला आहे असा 
दावा क्ववचतच करता येईल. तरीसुद्धा पारंपवरक तत्त्वज्ञानातील बराचसा िाग, इतकेच नव्हे तर सध्याच्या 
काळातील िागसुद्धा वनरुपयोगी ठरवणाऱ्या ज्ञानशाखेचा यात ऊहापोह (ज्यानंा हे मान्य आहे त्याचं्या 
दृष्टीने) केला आहे. ह्या पद्धतीने, तसेच अद्यावपही अवनर्मणत असणाऱ्या प्रश्नाचं्या दृष्टीने गवणती तकय शास्त्र, 
तत्त्वज्ञानाकरता आवश्यक आहे या कारणाकरता, तसेच ववषयाच्या अंगिभत महत्त्वाच्या दृष्टीने, गवणताचे 
ज्ञान ककवा गवणती प्रतीक पद्धतीची आवड याचंी गरज लागणार नाही अशा स्वरूपात गवणती तकय शास्त्राच्या 
मुख्य मुख्य अंगाचंा संवक्षप्त आढावा घेण्याचा हेतभ साधभ शकेल. तरीसुद्धा येथे आवण अन्यत्रही, पुढील 
संशोधनाच्या दृष्टीने प्रत्यक्ष प्रमेयाचं्यापेक्षा, पद्धती अवधक महत्त्वाची आहे; आवण ह्यासारख्या पसु्तकाच्या 
मयादेत, पद्धतींचे स्पष्टीकरण नीटसे देता येणार नाही. तत्त्वज्ञानाच्या पारंपवरक प्रश्नाचंा शोध घेण्याकरता 
गवणती तत्त्वज्ञान ज्या पद्धतीने उपयुक्त ठरेल वतच्याच पुढे जाण्याची पुरेशी इच्छा काही वाचकानंा तरी 
होईल अशी आशा आहे. पण पुढील पानामंधभन ह्या ववषयाचा ऊहापोह करण्याचा प्रयत्न केलेला नाही. 
 

 बरान्ड रसेल 
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अनुवादकाची टीप 
 

बरांड रसेल याचं्यासारख्या मोठ्या तत्त्वज्ञ व गवणतज्ञ याचं्या Introduction to Mathematical 
Philosophy ह्या गं्रथाचें िाषातंर करणे हे एक धावरष्टच होते. सावहत्य आवण संस्कृवत मंडळाने माझ्याकडे 
जेव्हा हे काम सोपवले तेव्हा, माझ्या हातभन हे काम कसे पभणय व्हायचे असे राहभन राहभन वाटत होते. मुख्य 
म्हणजे माझा ववषय गवणत हाच आहे. तत्त्वज्ञानाशी माझा जवळजवळ मुळीच पवरचय नाही असे म्हणणे 
योग्य. मात्र पुस्तक गवणती तत्त्वज्ञानाचा पवरचय करून देणारे असल्याने मी हे काम अंगावर घेतले. पण 
मुळातील आशय अनुवादात वकतपत उतरला आहे हे जाणते वाचकच ठरवभ शकतील. माझ्याकडभन मी 
कसोशीने प्रयत्न केला आहे. तरीही अनुवादात आढळणाऱ्या दोषाचंी जबाबदारी माझी आहे. 

 
वचन्हे आवण प्रतीके आंतरराष्ट्रीय मान्यतेची असावीत असे महाराष्ट्र राज्य शासनाचे धोरण आहे. 

त्यामुळे मी त्याचंाच अवलंब केला आहे. तसे करणे सोईचे झाले हेही खरेच. मराठी वाचकांना प्रारंिी हे 
काहीसे खटकेल, पण सरावाने ते अंगवळणी पडेल. 

 
मभळ गं्रथाच्या शवेटी असलेली सभची, मभळ पृष्ठाकंाचं्या सदंिासह वदली आहे. शक्य तेवढे मराठी 

प्रवतशब्द तेथेच वदले आहेत. रावहलेले प्रवतशब्द ‘इंग्रजी-मराठी पवरिाषा’ ह्या नावाने नंतर वदले आहेत. 
मराठी-इंग्रजी पवरिाषा सुद्धा त्यानंतर घातलेली आहे. 

 
समासामध्ये मभळ गं्रथाचे पृष्ठाकं मुद्दाम छापले आहेत. मभळ गं्रथाचा संदिय पाहणे त्यामुळे सोईचे 

होईल. 
 
मभळ गं्रथामध्ये लेखकाने वदलेल्या तळटीपाचंाही अनुवाद करून वदला आहे. मभळ पुस्तक वा लेख 

इत्यादी फे्रन्च ककवा जमयन िाषेतील असतील तेथे त्याचें उच्चार व अथय वदले आहेत. 
 
अनुवाद करताना जेथे शकंा आली ककवा प्रचवलत गवणतामधील पद्धतीनुसार काही फरक 

आढळला तेथे अनुवादाची टीप वदलेली आहे. 
 
तत्त्वज्ञानाचे गाढे अभ्यासक प्राचायय मे. पु. रेगे ह्यानंी िाषातंराचे हस्तवलवखत वाचभन वकत्येक 

मोलाच्या सभचना केल्या, त्याबद्दल मी त्याचंा ऋणी आहे. 
 
सदर गं्रथाच्या िाषातंराची मभळ पे्ररणा प्रा. अ. वि. शहा याचंी आहे. त्यानंी सुचवल्यावरूनच मी हे 

काम करण्याचे ठरवले. अशा महत्त्वाच्या पुस्तकाच्या िाषातंराची सधंी ‘सावहत्य आवण संस्कृवत मंडळाने’ 
मला उपलब्ध करून वदली. िाषातंर वविागाचे संपादक श्री. बा. रं. सुंठणकर ह्यानंी वळेोवळेी मला उते्तजन 
वदले. ह्या सवय व्यक्तींना मनःपभवयक धन्यवाद! 
 

म. रा. राईलकर 
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सांपादकाची णटप्पिी 
 

गवणती तत्त्वज्ञान आवण गवणताचे तत्त्वज्ञान ह्याचं्यातील िेदावंर ते अवलंबभन असल्यामुळे ज्यानंा या 
पसु्तकाला आजच्या गं्रथालयात स्थान नाही असे वाटते, त्याचें लक्ष, आम्ही, लेखक स्वतः प्रस्तावनेत काय 
म्हणतो त्याकडे वधेभ इस्च्छतो. “पारंपवरक तत्त्वज्ञानाच्या” कायातील वववचेन आवण व्याख्या याचंा सभर 
समजभन घेण्याकरता, तत्त्वज्ञानाच्या के्षत्राचे रूपातंर, वगय, सातंत्य, अनंत, अशासंारख्या प्रश्नाचं्या गवणती 
रूपात करून ते वमळवभन घेतले पावहजे, ह्या त्याच्या सभचनेशी सहमत होण्याची आवश्यकता नाही. ह्या 
ववषयाचें वववचेन ववशषे शास्त्रशाखाकंडे पाठवणे तत्त्वज्ञान्यानंा मान्य नसेल, तर मग काही झाले तरी 
वनदान, ज्या गवणतात ह्या सकंल्पनाचंा वाटा फार मोठा असतो, त्या गवणतातील त्याचं्या अचभक अथाचे ज्ञान 
त्यानंी करून घेणे अत्यावश्यक आहे. उलटपक्षी यातील व्याख्या आवण चचा प्रदीघय आवण सरळ गोष्टींना 
स्क्लृष्ट करणाऱ्या आहेत असे काही गवणतज्ञ म्हणत असतील, त्यानंा जाणीव देणे आवश्यक आहे की इतर 
वठकाणापं्रमाणेच इथेही वरवरच्या साधेपणाखाली, संकीणयता झाकभ न गेलेली असेल; आवण तीच उघड 
करून सागंणे कोणाचे तरी काम आहे; मग तो गवणतज्ञ असेल ककवा तत्त्वज्ञ ककवा प्रस्तुत पुस्तकाच्या 
लेखकाप्रमाणे दोन्ही एकत्र असेल. 
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प्रकरण १ 
 

स्वाभाणवक सांखयाांची माणलका 
[अ. टी. : मभळ पुस्तकात Series असा शब्द वापरलेला आहे. परंतु येथे तो अनेक पदाचं्या बरेजेच्या अथाने अपेवक्षत नाही. त्यामुळे ‘श्रणेी’ ह्या 

तावंत्रक शब्दाऐवजी ‘मावलका’ हाच शब्द वापरणे योग्य वाटते.] 
 

 गवणत ही एक ववशषे प्रकारची ज्ञानशाखा आहे. अगदी पवरवचत िागापासभन आरंि केला असता, 
परस्परववरुद्ध अशा दोन वदशापंैकी कोणत्याही एका वदशनेे वतचा पाठपुरावाकरता यावा, असे गवणताचे 
स्वरूप आहे. यापंैकी अवधक पवरवचत असलेली वदशा, ही रचनात्मक (Constructive) असभन ती 
अवधकावधक गंुतागंुतीची होत जाते. पभणांकाकडभन अपभणांकाकडे, वास्तव (Real) सखं्याकंडे (Numbers) 
आवण संवमश्र (Complex) संख्याकंडे; बेरीज आवण गुणाकार याचं्यापासभन अवकलन (Differentiation) 
आवण संकलन (Integration) आवण तेथभन अवधक उच्च गवणताकडे. कमी पवरवचत अशी दुसरी वदशा 
ववश्लेषणात्मक (Analytic) असभन ती अवधकावधक अमभतय (Abstraction) आवण तकय दृष्ट्ट्या (Logically) 
साधी होत जाते; ह्या पद्धतीत. आरंिीच्या गृहीतापंासभन कशाकशाची व्याख्या करता येईल, आवण काय काय 
वनगवमत (Deduce) करता येईल असे ववचारण्यापेक्षा, अवधक सामान्य अशा कोणत्या कल्पना आवणतत्त्व े
शोधता येतील ते पाहतात. ह्या कल्पनाचं्या आवण तत्त्वाचं्या रूपात आरंिीच्या कल्पनाचंी व्याख्या देतात 
ककवा तत्त्व ेवनगवमत करतात. दुसऱ्या वदशनेे असा पाठपरुावा करणे हेचप्रचवलत गवणतापेक्षा वगेळ्या आशा 
गवणती तत्त्वज्ञानाचे व्यवच्छेदक लक्षण होय. पण एक मुद्दा समजावभन घेतला पावहजे की हा फरक, 
ववषयवस्तभंमधील नसभन शोधकाच्या मनाच्या अवस्थामंधील आहे. इवजस्प्शयनाचं्या जमीन पाहणीच्या 
आनुिववक वनयमापंासभन आरंि करून ह्या वनयमाचें समथयन करू शकणाऱ्या सामान्य प्रववधानापं्रत 
(Propositions) जाणारे आवण तेथभन युस्क्लडच्या वसद्धातंाकडे (Axiom) ककवा गृहीतकाकंडे (Postulate) 
जाणारे, पभवीचे ग्रीक िभवमवतज्ञ, वरील व्याख्येनुसार गवणती तत्त्वज्ञानच अवलंबीत होते; पण एकदा 
वसद्धातंापंयंत आवण गृहीतकापंयंत पोचल्यावर, युस्क्लडप्रमाणे त्याचंा वनगामी (Deductive) वापर करणे, 
म्हणजे आपल्याला पवरवचत असलेले गवणतच होय. गवणत आवण गवणती तत्त्वज्ञान याचं्यातंील फरक हा, 
कोणत्या प्रकारचा शोध घेण्यासाठी संशोधन प्रवृत्त झाले आहे आवण संशोधनाने कोणती मजल गाठली आहे 
ह्यावर अवलंबभन असतो; संशोधनाशी संबधं असणाऱ्या प्रववधानावंर तो अवलंबभन नसतो. [पृ. २] 
 

हाच फरक वनराळ्या तऱ्हेनेही माडंता येईल. गवणतामधील अगदी उघड आवण सोप्या गोष्टी, 
तकय दृष्ट्ट्या आरंिी न येता मध्येच कोठे तरी येतात. ज्याप्रमाणे सहज वदसभ शकणाऱ्या वस्तभ फार दभरही 
नसतात आवण फार जवळही नसतात, त्याचप्रमाणे सहज समजभ शकणाऱ्या संकल्पना (Conceptions) 
सुद्धा फार स्क्लष्टही नसतात आवण फार साध्याही (“साध्या” हा शब्द तार्मककदृष्ट्ट्या वापरला आहे.) 
नसतात. आवण जशी आपल्या दृष्टीची शक्ती वाढवण्याकरता आपल्याला दभरदशयक (Telescope) आवण 
सभक्ष्मदशयक (Microscope) अशी दोन प्रकारची उपकरणे लागतात, तशीच आपली तकय -शक्ती 
वाढवण्याकरताही आपल्याला दोन प्रकारची उपकरणे लागतात. एक पुढे उच्च गवणताकडे जाण्याकरता, 
तर दुसरे, गवणतात जी तत्त्व े गृहीत धरण्याकडे आपला कल असतो त्याचं्या तार्मकक पायाकंडे 
(Foundations), म्हणजे मागे जाण्याकरता. आपल्या प्रचवलत गवणतामधील कल्पनाचें ववश्लषेण केल्यास 
आपल्याला असे आढळभन येईल की, आपल्याला एक अविनव दृष्टी, नवीन शक्ती प्राप्त झाली असभन, आपल्या 
उलट प्रवासानंतर, प्रगतीच्या नवीन मागांचा अवलंब केल्यामुळे, संपभणय नवीन गवणत-ववषयाकंडे पोचण्याची 
नवीन साधने प्राप्त झाली आहेत. गवणती तत्त्वज्ञान, साधेपणाने आवण तावंत्रकतेचा अवलंब न करता 
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समजावभन देणे हा ह्या पुस्तकाचा उदे्दश आहे. ज्याचें प्राथवमक वववचेन अगदी अशक्य होईल अशा शकंास्पद 
आवण अवघड िागाचंा ववस्तार टाळला आहे. सपंभणय वचवकत्सा Principia Mathematica [ले. टी. : Cambridge 

University Press, vol. i, 1910; vol. ii, 1911; vol. iii, 1913. By Whitehead and Russell.] ह्या गं्रथात सापडेल; प्रस्तुत 
पुस्तकातील वववचेन केवळ पवरचयाकरता म्हणभन योजले आहे. 

 
आजच्या सवयसामान्य वशवक्षत व्यक्तीच्या दृष्टीने गवणताचा स्वािाववक आरंि-कबदभ म्हणजे, 
 

1, 2, 3, 4......इत्यादी, 
 
ही पभणांकाचंी मावलका (Series) होय. ज्यानंा गवणताचे थोडेफार ज्ञान आहे, अशा व्यक्तीच, बहुधा, 

1 ऐवजी 0 ( शभन्य) पासभन आरंि करण्याचा ववचार करतील; पण आपणही सवांना इतपत ज्ञान 
असल्याचे धरून चालभ; आवण आपला आरंि-कबदभ म्हणभन, [पृ. ३] 

 
0, 1, 2, 3, ......n, n +1, ...... 

 
ही मावलका घेऊ. “स्वािाववक संख्याचंी मावलका” असे ज्या: वळेी आपण म्हणभ, त्या वळेी आपल्याला हीच 
मावलका अविपे्रत असेल. 
 

मानवी संस्कृतीच्या, (सध्याच्या) इतक्या उच्च अवस्थेतच ही मावलका, आपला आरंि-कबदभ म्हणभन 
घेणे आपल्याला शक्य झाले आहे. 

 
वतवत्तरयुगुल आवण वदनद्वय ही दोन्ही 2 ह्या संख्येची उदाहरणे आहेत हे ध्यानात यावयास वषानुवष े

लागली असली पावहजेत. ह्यातं अनुस्यभत असलेली अमभतयतेची पातळी काही सोपी नाही. आवण 1 ही संख्या 
आहे हा शोधही कठीण असला पावहजे. 0 च्या बाबतीत बोलायचे, तर संख्याचं्या मावलकेत त्याची िर 
अलीकडेच घालण्यात आली आहे. ग्रीक आवण रोमन लोकाकंडे असा अंक नव्हता. गवणती तत्त्वज्ञानाचा 
उपक्रम आपण मागच्या काळात केला असता, तर आपल्याला स्वािाववक सखं्याचं्या मावलकेहभन कमी अमभतय 
अशा कल्पनेपासभन आरंि करावा लागला असता; आवण आपल्या ह्या उलट प्रवासात (केव्हा तरी) आपण 
त्या पायरीशी जाऊन पोचलो असतो. गवणताचे तार्मकक अवधष्ठान जसजसे अवधक पवरवचत होईल, तसतसे 
आपण, आपल्या ह्या ववश्लषेणात बऱ्याच नंतर येणाऱ्या अशा, (पण) अवधक मागच्या कबदभपासभन आरंि करू 
शकभ . आतापुरते पाहावयाचे तर स्वािाववक सखं्याचंी मावलका हीच गवणतातील अवधक सोपी आवण अवधक 
पवरवचत अशी गोष्ट आहे. 

 
पण ह्या संख्या जरी पवरवचत असल्या तरी नीट समजलेल्या नसतात. “संख्या” ककवा “0”, ककवा 

“1” म्हणजे काय याची व्याख्या देण्याची तयारी फार थोड्ाचंी असते. 0 पासभन सुरुवात करून 1 
वमळवण्याच्याच वक्रयेची पनुरावृत्ती करून दुसरी कोणतीही स्वािाववक संख्या वमळवता येत, हे लक्षात येणे 
कठीण नाही. पण “1 वमळवणे” म्हणजे काय आवण “पनुरावृत्ती” करणे म्हणजे काय, याची व्याख्या आपण 
केली पावहजे. आवण हे प्रश्न तर मुळीच सोपे नाहीत. अगदी अलीकडच्या काळापयंत अशी समजभत होती 
की, अंकगवणतातील प्रारंिीच्या ह्या कल्पनापंकैी वनदान काही कल्पना त्याचं्या व्याख्या करता येणार नाहीत 
इतक्या त्या प्राथवमक आवण सोप्या आहेत असे मानभन स्वीकारल्या पावहजेत. व्याख्या करावयाच्या सवयच 
संज्ञाचं्या व्याख्या कोणत्या तरी संज्ञाचं्या रूपात कराव्या लागत असल्यामुळे मानवी ज्ञानाला काही संज्ञा 
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व्याख्या न करताच स्वीकारून, नंतर ह्या संज्ञा इतर सजं्ञाचं्या व्याख्या करण्याकरता आरंि-कबदभ म्हणभन 
घेण्यात समाधान मानाव ेलागते. ज्याचं्या व्याख्या किता येत नाहीत अशा संज्ञा असल्याच पावहजेत ककवा 
नाही हे स्पष्ट नाही. व्याख्या करीत आपण वकतीही मागे गेलो तरी आणखी मागे जाणेसुद्धा शक्य असते. 
उलटपक्षी, ववश्लेषण पुरेसे पढेु गेल्यावर (कदावचत) अशा काही संज्ञा सापडतील की त्या खरोखरच अत्यतं 
सोप्या असभन ववश्लेषणातील (Analysis) पद्धतीप्रमाणे त्याचं्या तार्मकक व्याख्या करता न येणेसुद्धा शक्य 
आहे; आपल्या दृष्टीने, ज्या अथी मानवी शक्तींना मयादा आहे त्या अथी आपल्या व्याख्यानंा कोठे तरी आरंि 
केला पावहजे, एवढे पाहणे परेुसे आहे. आवण आरंिीच्या सजं्ञा जरी सवयच काळ नसल्या, तरी तात्परुत्या तरी 
अव्याख्यात रावहल्या पावहजेत. [पृ. ४] 

 
ववश्लेषणात्मक िभवमती (Analytical Geometry) धरून, सवय पारंपवरक शुद्ध गवणत स्वािाववक 

संख्याववषयक प्रववधानाचें बनलेले आहे, असे मानता येईल. म्हणजे शुद्ध तकय शास्त्रातील कल्पना व ववधाने 
ह्याचें, त्यातील संज्ञाचं्या व्याख्या, स्वािाववक संख्याचं्या साह्याने देता येतील आवण त्यातील प्रववधाने 
स्वािाववक संख्याचं्या गुणधमांपासभन वनगमन करता येईल. 

 
संपभणय पारंपवरक शुद्ध गवणत स्वािाववक संख्यापंासभन वनगवमत करता येत असावे, असे जरी फार 

पभवीपासभन वाटत होते तरी हा शोध बराचसा अलीक्डवा आहे. केवळ गवणतच नव्हे, तर सवयच गोष्टी 
संख्यापंासभन वनगवमत करता येतील अशी पायथागोरसची धारणा होती. ज्याला अकंगवणतीकरण करणे 
म्हणतात ते साधण्याच्या मागातील सवात गंिीर अडचणीचा शोध पायथगॅोरसनेच लावला. 

 
अपवरमेयाचंा (Incommensurables) आवण ववशषेतः चौरसाची बाजभ व त्याचा कणय याचें गुणोत्तर 

अपवरमेय (Irrational) असते याचा शोध लावणाराही पायथागोरसच होय. जर बाजभची लाबंी 1 असेल तर 
कणाची लाबंी 2 च्या वगयमुळाइतकी िरते. 2 चे वगयमभळ ही चीज तर संख्या असल्यासारखी वाटतच नसे. 
अशा रीतीने उद्भवलेला प्रश्न हा आपल्या काळातच सोडवला गेला आहे. आवण तोही अंकगवणताचे 
तकय शास्त्रात क्षपण (Reduction) करूनच पूर्णपरे् सोडवला गेला आहे. त्याचे स्पष्टीकरण पढुच्या प्रकरणात 
येईल. गवणताचे अंकगवणतीकरण ही एक अत्यंत महत्त्वाची कामवगरी होती. तभतय, गवणताचे 
अंकगवणतीकरण करता येते हे आपण गृहीत धरून चालभ. 

  
सवय पारंपवरक शुद्ध गवणताचे रूपातंर स्वािाववक संख्याचं्या मीमासेंत (Theory) केल्यानंतर, 

तार्मकक ववश्लेषणातील पुढची पायरी म्हणजे ह्या वववचेनातील कमीतकमी पक्षववधाने (Premisses) आवण 
अव्याख्यात (Undefined) सजं्ञा माडंभन, त्यापंासभन मीमासेंचे वनगमन करणे. हे कायय पेआनो (Peano) ह्याने 
केले. त्याने असे वसद्ध केले की, (शुद्ध तकय शास्त्रातील गृहीतकाबंरोबरच) तीन आवदकल्पना आवण पाच 
गृहीतके ह्याचं्यापंासभन स्वािाववक संख्याचंी सपंभणय मीमासंा वनगवमत करता येईल. ह्या तीन कल्पना आवण 
पाच प्रववधाने ह्यानंा सपंभणय पारंपवरक शुद्ध गवणताकरता जणभ ओलीसच धरून ठेवले होते. जर त्याचं्याच 
व्याख्या आवण वसद्धता इतर कशाच्या साह्याने प्रस्थावपत करता आल्या असत्या तर सगळे शुद्ध गवणतही 
त्याचं्या साह्याने प्रस्थावपत करता आले असते. त्याचें सपंभणय तार्मकक “वजन”– जर असा वाक्यप्रयोग कोणी 
मान्य केला तर-स्वािाववक संख्याचं्या मीमासेंपासभन वनगवमत करता येणाऱ्या शास्त्राचं्या संपभणय मावलकेइतके 
िरेल. जर ह्या पाच प्रववधानाचं्या सत्यतेची ग्वाही देता येत असेल तर ह्या संपभणय मावलकेच्या सत्यतेचीही 
ग्वाही देता येईल. अथात, त्यासाठी वापरावयाच्या तार्मकक उपकरणामंध्ये कोठेही दोष नाही हे पाहणे 
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आवश्यक आहेच. पेआनोच्या ह्या कामामुळे गवणताच्या ववश्लेषणाचे कायय कमालीचे सुकर झाले आहे. [पृ. 
५] 

पेआनोच्या अंकगवणतातील तीन आवदकल्पना म्हणजे  
 

0, संख्या आवण अनुचर (Successor) 
 

“अनुचर” ह्या शब्दाने तो, सखं्याचं्या स्वािाववक रचनेमधील नंतरची सखं्या सभवचत करतो. म्हणजे. 0, चा 
अनुचर 1, 1 चा अनुचर 2, इत्यादी. “सखं्या” हा शब्द तो ह्या सदंिात स्वािाववक सखं्याचंा [ ले. टी. : ह्या पाठात 
आपण सखं्या हा शब्द ह्या अथाने वापरू. नंतर हा शब्द अवधक व्यापक अथाने वापरणार आहोत.] वगय : ह्या वगाचे सवयच सदस्य 
आपल्याला मावहती आहेत असे तो गृहीत धरीत नाही. तर “अमुक गोष्ट सखं्या आहे” असे जेव्हा आपण 
म्हणतो तेव्हा त्या म्हणण्याचा अथय काय आहे हे आपल्याला मावहती आहे, एवढेच तो गृहीत धरतो. उदा.- 
आपल्याला जरी सवय माणसे व्यवक्तशः मावहती नसली तरी, “जोन्स हा माणभस आहे” असे जेव्हा आपण 
म्हणतो तेव्हा त्या म्हणण्याचा अथय काय आहे हे आपल्याला माहीत असते. 
 

पेआनोने गृहीत धरलेली ५ गहृीतके अशी : 
 

(१) 0 ही संख्या आहे. 
(२) प्रत्येक संख्येचा अनुचरसुद्धा संख्याच असते. 
(३) कोणत्याही दोन (विन्न) संख्याचंी अनुचर एकच नसते. 
(४) 0 ही संख्या कोणत्याही संख्येची अनुचर नसते. [पृ.६] 

 
(५) जर एखादा गुणधमय 0 जवळ असेल, तसेच जर तो कोणा एका संख्येजवळ असता वतच्या 

अनुचराजवळही असतो, असे असेल तर, तो गुणधमय प्रत्येक संख्येजवळ असतो. 
 
यातंील शवेटचे गृहीत तत्त्व म्हणजेच गवणती ववगमनाचे तत्त्व (Principle of mathematical 

Induction) होय. गवणती ववगमनाववषयी आपल्याला नंतर पुष्ट्कळच सागंावयाचे आहे. तभतय, पेआनोने 
केलेल्या अंकगवणताच्या ववश्लेषणात त्याचे स्वरूप काय आहे, याच्याशीच आपल्याला कतयव्य आहे. 

 
ह्या तीन संज्ञा आवण ही पाच प्रववधाने ह्याचं्यापंासभन स्वािाववक सखं्याचें ववज्ञान कसकसे वनघते 

याची मीमासंा कशी वनष्ट्पन्न होते याचा थोडक्यात ववचार करू या. आरंमी, 1 ची व्याख्या “0 चा अनुचर” 
अशी करू; 2 ची व्याख्या “1 चा अनुचर” अशी करू, इत्यादी. याप्रमाणे व्याख्या करीत आपण पावहजे 
वततक्या लाबंवर जाऊ शकभ  हे सरळ आहे. कारण (२) मुळे, आपण ज्या सखं्येपयंत पोहोचभ वतलाही अनुचर 
असणार, (३) मुळे, ही संख्या पभवी कोठेही आलेली नसणार, नाही तर दोन विन्न सखं्यानंा एकच अनुचर 
आहे असे होईल. आवण (४) मुळे 0 ही, वरील मावलकेतील कोणत्याही सखं्येची अनुचर नसणार. ह्याप्रमाणे 
अनुचराचंी मावलका ही आपल्याला सातत्याने नवनवीन संख्याचंी अन्तहीन (Endless) मावलका देते. (५) 
मुळे, 0 ने सुरुवात होणाऱ्या आवण एकामागभन एक येणाऱ्या अनुचरामंधभन प्रवास करणाऱ्या ह्या मावलकेत सवय 
सखं्या समाववष्ट असतात; कारण (अ) ह्या मावलकेत 0 आहे, आवण (आ) जर n ही सखं्या मावलकेत असेल 
तर वतची अनुचरही वतच्यात असते; तेव्हा गवणती ववगमनावरून प्रत्येक संख्या ह्या मावलकेत आहे, असे 
ठरते. 
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आपल्याला दोन संख्याचं्या बेरजेची व्याख्या करावयाची आहे, असे समजा. m ही कोणतीही एक 
संख्या घेऊ. m+0 म्हणजे m, आवण m + (n+1) म्हणजे ( m+n) चा अनुचर अशा व्याख्या करू. (५) च्या 
बळावर ह्यामुळे n ही कोणतीही संख्या असली तरी m आवण n ह्याचं्या बेरजेची व्याख्या वमळते. याचप्रमाणे, 
आपण कोणत्याही दोन संख्याचं्या गुणाकाराची व्यारव्या करू शकतो. आपल्या ह्या पाच आधारववधानापंासभन 
अंकगवणतातील कोणतेही प्राथवमक प्रववधान प्रस्थावपत करता येते, आशी वाचकाला स्वतःची खात्री करून 
घेता येईल. जर काही अडचण आली तर वसद्धतेकरता पेआनोचे गं्रथ पाहावते. 

 
गवणताचे “अंकगवणतीकरण” पवरपभणयतेला नेणाऱ्या पेआनोच्या िभवमकेपलीकडे म्हणजे फे्रगेच्या 

(Frege) िभवमकेकडे जाण्याकरता आवश्यक तो ववचार करण्याची वळे आता आली आहे. फे्रगेच्या पभवयसभरींनी 
गवणताकरता अंकगवणती कल्पना पुरेशा आहेत असे दाखवले होते. गवणताचे “तार्मककीकरण (Logicise)” 
करणारा, म्हणजेच अंकगवणतीय कल्पनाचें रूपातंर तकय शास्त्रात यशस्वीपणे करणारा, तो पवहलाच 
(गवणतज्ञ) होय. ह्या प्रकरणात, आपण फे्रगेने वदलेली सखं्येची ककवा वववशष्ट संख्याचंी प्रत्यक्ष व्याख्या देणार 
नाही. पण पेआनोची वचवकत्सा एखाद्याला वाटते तेवढी अंवतम स्वरूपाची कशी नाही याची काही कारणे 
देणार आहोत. [पृ. ७] 

 
प्रथमतः, पेआनोच्या तीन आवदकल्पनाचें – म्हणजे “0”, “सखं्या,” आवण “अनुचर” ह्याचंी, अनंत 

विन्नविन्न वववरणे (Interpretations) होऊ शकतात, आवण ही सवय वववरणे पाचही आवदववधानाचें समाधान 
करतात हे पाहभ. काही उदाहरणे पाहा : 

  
(१) “0” चा अथय 100 असा घेऊ आवण “संख्या” चा अथय स्वािाववक संख्याचं्या मावलकेतील 100 

पासभनच्या पुढील संख्या, असा मानभ. मग आपल्या सवय आवदववधानाचें समाधान होते. चौर्थयाचेही होते. 
कारण 100 ही 99 ची अनुचर असली तरी, “संख्या” ह्या शब्दाला आपण जो अथय आता देत आहोत, त्या 
अथाने 99 ही “संख्या” नव्हे. ह्या उदाहरणात 100 ऐवजी कोणतीही संख्या घेता येईल, हे 
उघड आहे. 

 
(२) “0” चा प्रचवलत अथयच घेऊ. पण “सखं्या” म्हणजे एरवी आपण ज्यानंा “सम सखं्या” म्हणतो 

त्या घेऊ, आवण 2 ही सखं्या वमळववल्यानंतर वमळणारी सखं्या म्हणजे “अनुचर” मानभ. मग “1” म्हणजे दोन 
ही सखं्या होईल, “2” म्हणजे चार ही सखं्या होईल इत्यादी; सखं्याचंी मावलका आता, 0, दोन, चार, सहा, 
आठ अशी होईल. पेआनोच्या सवय आवदववधानाचें या वळेीही समाधान होईल. 
 

(३) “0” म्हणजे ‘एक’ ही सखं्या माना, “संख्या” म्हणजे, 
 

1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, . . . . . . 
 

हा संच घ्या आवण “अनुचर” म्हणजे “अधी” असा अथय घ्या. मग, पेआनोचे पाच वसद्धान्त ह्या संचाच्या 
बाबतीत सत्य ठरतील. 
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ही उदाहरणे अनंतगुवणत करता येतील हे उघड आहे. खरे म्हणजे, वजला अंत नाही, वजच्यात 
पुनरावृत्ती नाही, वजला आरंि आहे आवण सान्त (Finite) पायऱ्याचं्या साह्याने न वमळभ शकणारे असे एकही 
पद वजच्यात नाही अशी, [पृ. ८] 

 
x₀, x₁, x₂, x₃, . . . . . . xn, . . . . 

 
ही कोणतीही मावलका वदली असता, आपल्याला पेआनोचे वसद्धान्त पाळणारा संच वमळेल. याची तावत्त्वक 
वसद्धता काहीशी दीघय असली तरी हे पाहणे सोपे आहे. “0” म्हणजे x0 घ्या, “सखं्या” म्हणजे हा सपंभणय सचं 
घ्या, आवण “xn”ची अनुचर “xn+1” घ्या. मग, 
 

(१) “0 ही सखं्या आहे” म्हणजे x0 ही ह्या संचाची सदस्य आहे. 
 
(२) “प्रत्येक संख्येचा अनुचर म्हणजे संख्याच असते” म्हणजे xn हे त्या सचंातील कोणतेही 
पद घेतले तर xn+1 हे पदही त्या संचाचे सदस्य असते. 
 
(३) “कोणत्याही दोन सखं्यानंा तोच एक अनुचर नाही” म्हणजे xm आवण xn हे दोन विन्न सदस्य 
असले तर xm+1 आवण xn+1 सुद्धा विन्नच असतील; ह्या संचात पनुरावृत्ती होत नाही, ह्या 
वस्तुस्स्थतीवरून (गृहीतान्वये) हे वमळते. 
 
(४) “0 ही कोणत्याही संख्येची अनुचर नाही” म्हणजे ह्या संचातील कोणतेही पद x0 च्या 
आधी येत नाही. 
 
(५) चे स्वरूप असे राहील : जर एखादा गुणधमय x0 कडे असेल आवण xn कडे असता xn+1 
कडेही असेल तर तो सवय x जवळ असतो. 
 

x0, x1, x2, ... ... ... xn, ... ... ... 
 

अशा प्रकारच्या एखाद्या मावलकेत जर पवहले पद असेल, प्रत्येक पदाला अनुचर असेल (त्यामुळे वजच्यात 
शवेटचे असे पद नसेल), पदाचंी पुनरावृत्ती होत नसेल आवण कोणतेही पद सान्त पायऱ्यानंंतर वमळवता येत 
असेल, तर त्या मावलकेला श्रेढी (Progression) म्हणतात. गवणताच्या मभलतत्त्वाचं्या दृष्टीने श्रढेींचे महत्त्व 
फार आहे. आताच आपण पावहले की प्रत्येक श्रेढी पेआनोच्या पाचही वसद्धान्ताचंी पभतयता करते. तसेच याचा 
व्यत्यासही, म्हणजे पेआनोच्या पाच वसद्धान्ताचंी पभतयता करणारी प्रत्येक मावलका ही श्रढेी असते, हेही वसद्ध 
करता येईल. म्हणभन या पाच आवदतत्त्वाचंा उपयोग, श्रढेींची व्याख्या करण्याकरता करता येईल. “हे पाच 
वसद्धान्त पाळणारी मावलका” म्हणजे “श्रेढी” होय. शुद्ध गवणताचा आरंि म्हणभन कोणतीही श्रेढी घेता 
येईल: वतच्या पवहल्या पदाला आपण “0” असे नाव देऊ, वतच्यामधील सवय पदाचं्या सचंाला “सखं्या” असे 
नाव देऊ, आवण श्रढेीतील “नंतर” च्या पदाला “अनुचर” असे नाव देऊ. श्रेढी ही संख्याचंीच बनवलेली 
असली पावहजे असे नाही. ती अवकाशातील कबदभंची बनवता येईल. कालपटावरील कं्षणाचंी ककवा अनंत 
सामग्री असलेल्या अशा कशामंधभनही बनवता येईल. प्रत्येक विन्न श्रेढी पारंपवरक शुद्ध गवणतातील 
प्रववधानाचं्या एका वववरणाला जन्म देईल आवण ही सवय वववरणे सारखीच सत्य असतील. 
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पेआनोच्या आवदकल्पनाचं्या या ववववध वववरणामंधील विन्नत्व कळभ शकेल असे खुद्द पेआनोच्या 
पद्धतीमध्ये काहीही नाही. “0” म्हणजे काय ते आपल्याला मावहती आहे असे वतच्यात गहृीत धरण्यात आले 
आहे. ह्या प्रतीकाचा अथय 100 असा होतो ककवा स्क्लओपात्राची सुई असा होतो ककवा दुसरा कोणता तरी 
होतो असे काहीही आपण समजणार नाही. [पृ. ९] 

 
“0” आवण “संख्या” आवण “अनुचर” ह्याचं्या व्याख्या पेआनोच्या पाच वसद्धान्ताचं्या साहाय्याने 

करता येत नाहीत; तर त्या स्वतंत्रपणानेच समजावभन घ्याव्या लागतात, हा मुद्दा महत्त्वाचा आहे. आपल्या 
संख्यानंी फक्त गवणतातील सभत्राचंाच पडताळा घ्यावा एवढेच आपल्याला अपेवक्षत नसभन त्याचंा उपयोग 
सवयसामान्य वस्तभंच्या बाबतीतही योग्य तऱ्हेने व्हावा अशी अपेक्षा आहे. ज्या व्यवस्थेत “1” म्हणजे 100 आवण 
“2” म्हणजे 101 इत्यादी,-असे अथय असतील ती पद्धत शुद्ध गवणताच्या दृष्टीने ठीक असेल. पण दैनंवदन 
जीवनात ती लागभ पडणार नाही. आपल्याला “0” आवण “संख्या” आवण “अनुचर” ह्याचें असे अथय हव े
आहेत की ज्यामुळे आपली बोटे, डोळे, आवण नाक याचंी संख्या योग्य तीच राहील. “1” आवण “2” 
इत्यादींचे काय अथय आहेत याचे काहीसे ज्ञान (जरी ते पुरेसे सुस्पष्ट आवण ववश्लेषणात्मक नसले तरी) 
आपल्याला आहे. आवण अंकगवणतातील संख्याचंा आपला वापर आपल्या ह्या ज्ञानाला अनुरूपच असला 
पावहजे. असे सवय होईलच याची ग्वाही पेआनोच्या व्यवस्थेने वदलेली नाही; जर आपण ही पद्धत अवलंबली 
तर, “आपल्याला ‘0’ आवण ‘सखं्या’ आवण ‘अनुचर’ म्हणजे काय हे मावहती आहे, कदावचत दुसऱ्या अवधक 
साध्यासोप्या कल्पनाचं्याद्वारे त्याचें स्पष्टीकरण आपल्याला देता येत नसेल” एवढेच म्हणाव ेलागेल. ज्या 
वळेी असे म्हणणे आवश्यक असेल त्या वळेी तसे म्हणणे योग्य होईलही. आवण केव्हा तिी आपणा सवांना 
तसे म्हणाव ेलागेलही. पण गवणती तत्त्वज्ञानाचा हेतभ, असे म्हणण्याची वळे जेवढी लाबंणीवर टाकता येईल 
तेवढी टाकण्याचा असतो. अंकगवणताची तार्मकक मीमासंा करून हे म्हणण्याची पाळी आपण प्रदीघय काळ 
लाबंणीवर टाकभ  शकतो. 

 
“0” आवण “संख्या” आवण “अनुचर” याचं्या व्याख्या जरी आपल्याला करता येत नसल्या तरी 

त्याचें अथय आपल्याला माहीत आहेत असे मानण्याऐवजी, पेआनोच्या पाच आवदववधानाचें समाधान करू 
शकणाऱ्या अशा कोर्त्याही तीन संज्ञा त्यानंी दशयवल्या जाव्यात असे ठरवावे, असेही सुचवता येईल. मग 
अव्याख्यात पण काही वनवित असा अथय असलेल्या, अशा ह्या सजं्ञा आहेत असे त्याचें स्वरूप राहणार नाही. 
ज्याचं्या स्वरूपाववषयी आपण काही गोष्टी गृहीत धरल्या आहेत, म्हणजे पेआनोच्या पाच आवदववधानामंध्ये 
उल्लेवखलेली गृहीते माडंलेली आहेत, पण अन्यथा ज्या अव्याख्यात आहेत, अशा त्या “चल (Variable)” 
संज्ञा राहतील. जर आपण हा मागय अवलंबला तर आपण वसद्ध करू ती प्रमेये “स्वािाववक सखं्या” ह्या एका 
ववववक्षत संचाबद्दलचीच असतील असे नाही; वववशष्ट गुणधमय असलेल्या पदाचं्या कोणत्याही संचाबद्दलची 
असतील. ही पद्धत तकय दुष्ट (Fallacious) नाही, उलट काही दृष्टींनी महत्त्वाचे असे सामान्यीकरणही 
(Generalisation) त्यामुळे साधता येईल. पण अकंगवणताला समथय असा आधार देण्यास दोन दृष्टींनी त्या 
अपुऱ्या ठरतात. एक म्हणजे पेआनोच्या आवदववधानाचें समाधान करू शकतील अशा पदाचें संच अस्स्तत्वात 
आहेत ककवा कसे हे त्याचं्यामुळे समजत नाही; त्याकरता अंधुक असासुद्धा मागय सापडत नाही. दुसरे 
म्हणजे, आपण अगोदरच पावहल्याप्रमाणे आपल्याला आपल्या संख्याचंा उपयोग सामान्य वस्तभ 
मोजण्यासाठी व्हावा असेही वाटते. यासाठी, आपल्या सखं्यानंा रनरित अथय असणे आवश्यक ठरते. त्याचं्या 
अंगी काही आकावरक (Formal) गुणधमय असणे पुरेसे नाही. सखं्यानंा हा वनवित अथय अंकगवणताच्या 
तावत्त्वक मीमासेंमुळे प्राप्त होतो. [पृ.१०] 

❑❑❑ 
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प्रकरण २ 
 

सांखयेची व्याखया 
 
“संख्या म्हणजे काय” हा प्रश्न वारंवार ववचारला गेला आहे, पण त्याचे अचभक उत्तर मात्र जे 

आपल्याच काळात वदले आहे ते फे्रगेने १८८४ मध्ये आपल्या Grundlagen der Arithmetik [ले. टी. : तेच उत्तर 
अवधक ववस्तृत आवण अवधक ववकवसत रूपात, त्याच्या Grundgesetze (गंु्रडगेझेत सऽ) der Arithmetik– अंकगवणताचे आधार पुस्तक–vol. i, 
1893, ह्या पुस्तकात आहे.] (गंु्रदलागेन देर आवरथमेवतक– अकंगवणताचा पाया) ह्या पसु्तकात वदले आहे. त्याचे 
पुस्तक जरी त्रोटक आहे, तरी कठीण नाही, आवण अत्यतं महत्त्वाचे आहे. तरीही त्याच्याकडे जवळ जवळ 
पभणय दुलयक्ष झाले आहे. आवण त्यात वदलेली संख्येची व्याख्या, प्रस्तुत लेखकाने १९०१ मध्ये पुन्हा शोधभन 
काढीपयंत जवळ जवळ अज्ञातच रावहली. [पृ. ११] 

 
संख्येच्या व्याख्येचा शोध घेत असता स्पष्ट करावयाची पवहली गोष्ट म्हणजे, आपल्या शोधाचे 

व्याकरण. संख्येची व्याख्या करण्याचा प्रयत्न करणारे बरेच तत्त्वज्ञ, खरे म्हणजे अनेकत्वाचीच (Plurality) 
व्याख्या करण्याचा प्रयत्न करत असतात. आवण ती (अनेकत्व) तर अगदीच विन्न वस्तभ आहे. जसे पुरुष 
असणे हे सवय पुरुषाचें व्यवच्छेदक लक्षण आहे, तसेच संख्याचें व्यवच्छेदक लक्षण म्हणजे संख्या असणे हे 
होय. अनेक वस्तभंचा एखादा समभह (A plurality) हे ‘सखं्या’ ह्या संबोधाचे उदाहरण नसते, ते एखाद्या 
वववशष्ट संख्येचे उदाहरण असते. उदा.— माणसाचें वत्रकभ ट हे 3 ह्या संख्येचे उदाहरण आहे. आवण 3 ही 
संख्या, संख्येचे उदाहरण आहे. पण वत्रकभ ट हे संख्येचे उदाहरण होणार नाही. हा मुद्दा अगदी प्राथवमक 
आवण अनुल्लखेनीय वाटेल. पण काही थोडे अपवाद वगळता बहुतेक तत्त्वज्ञान्याचं्या ध्यानात न येण्याइतका 
तो सभक्ष्म ठरला आहे. 

 
एखादी वववशष्ट सखं्या म्हणजे तेवढी पदे असलेला एखादा संग्रह नव्हे. 3 ही संख्या म्हणजे ब्राउन, 

जोन्स आवण रॉवबन्सन हे वत्रकभ ट नव्हे. 3 ही सखं्या म्हणजे सवय वत्रकुटानंा समाईक असलेली आवण ज्यामुळे 
इतर संग्रहापेंक्षा त्याचें वगेळेपण कळते अशी गोष्ट होय. [पृ. १२] 

 
सवयसामान्य वनयम म्हणभन आपण “संग्रह (Collection)” ह्या शब्दाऐवजी “वगय (Class)” ककवा 

“संच (Set)” हे शब्द वापरू. याच गोष्टीकरता गवणतात वापरले जाणारे इतर शब्द म्हणजे “समुदाय 
(Aggregate)” आवण समुच्चय (Manifold) [अ. टी. : Manifold हा शब्द आजच्या गवणतात वापरात नाही.] पढेु आपल्याला 
वगांववषयी बरेच वववचेन करायचे आहे. सध्या आपण जेवढ्या थोड्ा वववचेनावर िागेल तेवढेच करू. तरी 
पण काही महत्त्वाच्या गोष्टी लगेच सागंभन टाकल्या पावहजेत. 

 
वगय ककवा संग्रह याच्या व्याख्या दोन प्रकारानंी करता येतात. प्रथमदशयनी त्या विन्न आहेत असे 

िासेल. एक, त्याच्या सदस्याचंी यादी करून. उदाहरणाथय “मी म्हणतो तो सगं्रह म्हणजे ब्राउन, जोन्स 
आवण रॉवबन्सन”, ककवा दुसरा म्हणजे “मनुष्ट्यमात्र”, ककवा “लंडनमधील रवहवासी” अशा प्रकारे आपण 
त्याचा व्याख्याधमय ककवा लक्षणधमय (Defining property) देऊ. ज्या व्याख्येत प्रत्यक्ष घटक सावंगतले 
जातात वतला “व्याप्तीने (Extension)” केलेली व्याख्या म्हणतात. आवण वजच्यात व्याख्याधमय सावंगतला 
असेल वतला “आशयाने (Intension)” केलेली व्याख्या म्हणतात. व्याख्याचं्या या दोन प्रकारापंकैी 
आशय-व्याख्या ही तकय दृष्ट्ट्या अवधक मभलिभत आहे हे पुढील दोन कारणावंरून कळभन येईल : 
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(१) व्याप्ती-व्याख्येचे रूपातंर नेहमी आशय-व्याख्येत करता येते; (२) आशय व्याख्येचे रूपातंर 
अनेकदा तत्त्वतः व्याप्ती-व्याख्येत करता येत नाही. यातंील प्रत्येक मुद्द्याचे स्पष्टीकरण करणे आवश्यक 
आहे. 

 
(१) ब्राउन, जोन्स आवण रॉवबन्सन या सवांजवळ असा काही एक गुण समाईक आहे की जो सपंभणय 

जगातील इतर कोणत्याच वस्तभजवळ नाही; तो गुण म्हणजे ब्राउन असणे ककवा जोन्स असणे ककवा 
रॉवबन्सन असणे. ह्या गुणधमाचा उपयोग करून ब्राउन, जोन्स आवण रॉवबन्सन ह्याचं्या समभहाची 
आशय-व्याख्या करता येते. “x हा ब्राउन आहे ककवा x हा जोन्स आहे ककवा x हा रॉवबन्सन आहे”, हे सभत्र 
पाहा. हे सभत्र नेमक्या तीन x च्या बाबतीतच सत्य असणार. आवण हे तीन म्हणजे ब्राउन, जोन्स आवण 
रॉवबन्सन. ह्या संदिात ह्या सभत्राचे, तीन मुळे (Root) असणाऱ्या वत्रघात (Cubic) समीकरणाशी साम्य 
आहे. ह्या तीन व्यक्तींच्या वगातील सदस्याकंडे आवण याच तीन व्यक्तींकडे असलेला गुणधमय माडंणे, असा 
ह्या सभत्राचा अथय आहे. ज्याची व्याप्ती-व्याख्या वदलेली आहे. अशा दुसऱ्या कोणत्याही वगाववषयी असेच 
वववचेन करणे सहज शक्य आहे. [पृ. १३] 

 
(२) एखाद्या वगातील सवय सदस्याचंी मोजदाद न करता त्याववषयी बरेच काही कळणे व्यवहारतः 

शक्य आहे, हे उघड आहे. सवय माणसाचंी मोजदाद कोणाही एकाला करता येणार नाही. इतकेच काय पण 
त्याला लंडनमधील सवय रवहवाश्याचंीही मोजदाद करता येणे शक्य नाही, तरीही ह्या दोन्ही वगांववषयी 
आपल्याला पुष्ट्कळच मावहती आहे. वगांववषयीचे ज्ञान होण्याकरता व्याप्ती-व्याख्या आवश्यक नाही हे 
दाखवण्यास ही उदाहरणे परेुशी आहेत. पण ज्या वळेी आपण अनंत वगांचा ववचार करू त्या वळेी, आपले 
आयुष्ट्य सान्त असल्याने त्याची मोजदाद, तत्त्वतःसुद्धा करता येणार नाही असे वदसेल. सवय स्वािाववक 
संरव्याचंी (Natural numbers) मोजदाद आपल्याला करता येणार नाही. : 0, 1, 2, 3,... इत्यादी. 
कोणत्या तरी वठकाणी “इत्यादी” असे म्हणभन आपल्याला समाधान मानणे िाग आहे. सवय अपभणांकाचंी ककवा 
सवय अपवरमेय (Irrational) संख्याचंी ककवा कोणत्याही अनंत संग्रहाची, मोजदाद करणे आपल्याला शक्य 
नाही. तेव्हा अशा संग्रहासंंबधंीचे आपले ज्ञान केवळ आशयात्मक व्याख्येतभनच वमळवणे शक्य आहे. 

 
संख्येची व्याख्या तीन विन्न प्रकारे करण्याचा आपण प्रयत्न करीत असल्याने, ह्या टीपा प्रसंगोवचत 

आहेत. प्रथमतः, सवय संख्याचंा सगं्रह अनंत आहे, त्यामुळे त्याची व्याख्या, मोजदाद करून करणे शक्य 
नाही. दुसरे असे की, ज्या संग्रहाकडे वदलेल्या संख्येइतकी पदे आहेत त्याचंाच सगं्रह अनंत आहे असा 
समज आहे: उदाहरणाथय, एक समज असा आहे की, जगामधील वत्रकुटाचंा संग्रह अनंत आहे. कारण तसे 
नसेल तर जगातील सवय वस्तभंचा सगं्रह सान्त होईल. असे असणे कदावचत शक्यही असेल, पण ते असिंाव्य 
वाटते. वतसरी गोष्ट अशी की आपल्याला “संख्ये” ची अशी व्याख्या द्यावयाची आहे की अनंत संख्यासुद्धा 
अस्स्तत्वात असणे शक्य व्हाव;े म्हणजे मग आपण अनंत संचातील पदाचं्या सखं्येववषयी बोलभ  शकभ . अशा 
संग्रहाची व्याख्या आशय पद्धतीनेच, म्हणजे त्याच्या सवय पदाजंवळ असणारा आवण केवळ त्याच पदाजंवळ 
असणारा गुणधमय देऊनच, द्यावी लागेल. 

 
पुष्ट्कळ कारणाकंरता, वगय आवण त्याच्या व्याख्येचा लक्षणधमय, हे व्यवहारतः परस्पर पवरवतयनीय 

(Interchangeable) असतात. ह्या दोहोंमधील महत्त्वाचा फरक इतकाच की, वदलेले सदस्य असणारा वगय 
एकच एक असतो; तर ज्याच्या साह्याने वदलेल्या वगाची व्याख्या करता येईल असे अनेक लक्षणधमय नेहमी 
वमळभ शकतात. माणभस म्हणजे वपसे नसलेला वद्वपाद प्राणी असे म्हणता येईल; ककवा बवुद्धशाली प्राणी असेही 
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म्हणता येईल ककवा (अवधक यथाथयपणे) स्स्वफ्टने (गवलवरच्या सफरीत) याहभंचे जे ववशषे दाखवले त्याचं्या 
साह्माने त्याची व्याख्या करता येईल. ज्याच्या साह्याने व्याख्या करावयाची तो लक्षणधमय एकमेव 
नसण्यामुळेच वगय (अवधक) उपयुक्त झाले आहेत; नाही तर त्याच्या सदस्यामंध्ये समाईक असणाऱ्या आवण 
त्या वववशष्ट सदस्याकंडेच असणाऱ्या गुणधमांवर आपण सतुंष्ट रावहलो असतो. [ले. टी. : वगय म्हणजे व्याख्यापनीय 
लक्षणापंासभन वनमाण होणाऱ्या तार्मकक कल्पनाच होत; हे आपण नंतर स्पष्ट करणार आहोत. पण आताचे आपले वववरण सुकर होण्याकरता वगांना 
खरोखरीचे अस्स्तत्व असते असे समजणे योग्य होईल,] ज्यावळेी (व्याख्यापक गुणधमांचे) एकमेवत्व (Uniqueness) हे 
महत्त्वाचे नसेल त्या वळेी वगाऐवजी त्याचं्यापैकी कोणताही गुणधमय घेतला तरी चालेल. [पृ. १४] 

 
आता संख्येच्या व्याख्येकडे वळभ. हे स्पष्ट आहे की, सखं्या म्हणजे वववशष्ट संग्रहानंा, म्हणजे 

ज्याचं्याजवळ वदलेल्या संख्येइतकी पदे असतील त्यानंा एकत्र आणण्याचा एक मागय होय. सवय जोड्ा 
(Couples) एका गट्ठ्ठ्यात, सवय वत्रकुटे दुसऱ्या गट्ठ्ठ्यात, इत्यादी... आहेत; असे आपण समजभ. ह्याप्रमाणे 
आपल्याला संग्रहाचें गठे्ठ वमळतील. प्रत्येक गट्ठ्ठ्यातील सवय संग्रहामंधील पदाचंी संख्या वववशष्ट असेल. 
प्रत्येक गट्ठा म्हणजे एक वगयच असभन, त्याचे सदस्य हे स्वतः सगं्रह, म्हणजे वगय असतील; म्हणजेच प्रत्येक 
गठ्ठा हा वगांचा वगय असेल. उदाहणाथय, सवय जोड्ा असणारा गट्ठा हा वगांचा वगय आहे. प्रत्येक जोडी 
म्हणजे दोन सदस्य असणारा वगयच होय, आवण जोड्ाचंा संपभणय गठ्ठा हा, ज्याचा प्रत्येक सदस्य हा दोन 
सदस्याचंा वगय आहे, अशा अनंत सदस्याचंा वगय आहे. 

 
दोन संग्रह एकाच गट्ठ्ठ्यात असावते ककवा कसे, हे आपण कसे ठरववणार? सहज सुचणारे उत्तर 

असे: “प्रत्येकात वकती सदस्य आहेत ते ठरवा. आवण त्याचं्यातं सारखेच सदस्य असतील तर त्यानंा एकाच 
गट्ठ्ठ्यात घाला”. पण यात संख्येची व्याख्या मावहती आहे असे आधीच गृहीत धरले जाते; तसेच प्रत्येक 
संग्रहात वकती पदे आहेत हे शोधभन काढता येईल असेही गृहीत धरले जाते. गणनवक्रयेची आपल्याला इतकी 
सवय झालेली असतें की, अशा पभवयग्रहाकडे आपले सहजच दुलयक्ष होऊ शकेल. खरे म्हणजे, गणनवक्रया 
वकतीही पवरचयाची असली तरी तकय दृष्ट्ट्या ती कार गंुतागंुतीची वक्रया आहे; वशवाय, ज्या वळेी सगं्रह सान्त 
असेल त्या वळेी त्यात वकती घटक आहेत हे ठरवण्याचे साधन म्हणभन वतचा उपयोग करता येईल. संख्येच्या 
आपल्या व्याख्येमध्ये, सवयच सखं्या सान्त आहेत हे आधीच गहृीत धरले जाता कामा नये; आवण दुष्ट-चक्रात 
सापडल्यावशवाय, संख्येची व्याख्या देण्याकरता ‘गणना’ चा उपयोग केव्हाही करता येणार नाही; कारण 
गणनामध्ये संख्याचंाच वापर होतो. म्हणभन, दोन संग्रहातं तेवढीच पदे केव्हा असतील हे ठरवण्याकरता 
आपल्याला दुसरी कोणती तरी पद्धत लागेल. [पृ. १५] 

 
वस्तुतः, एखाद्या संग्रहात वकती पदे आहेत हे ठरवण्यापेक्षा दोन संग्रहातंील पदाचंी संख्या सारखीच 

आहे की नाही हे ठरवणे तकय दृष्ट्ट्या अवधक सोपे आहे. दृष्टातंाने हे स्पष्ट होईल. जर जगात कोठेही 
बहुपत्नीत्व ककवा बहुपवतत्व नसेल, तर कोणत्याही क्षणी, वजवन्त असणाऱ्या पतींची संख्या ही नेमकी 
पत्नींच्या संख्येइतकी असेल. ह्या करता आपल्याला जनगणना करण्याची आवश्यकता नाही. दोन्ही 
संग्रहातं सारखेच सदस्य असले पावहजेत हे आपल्याला मावहती आहे; कारण प्रत्येक नवऱ्याला एकच 
बायको आवण प्रत्येक बायकोला एकच नवरा असणार. नवरा आवण बायको ह्यामंधील संबंधाला (Relation) 
“एक-एक (One-one)” असे म्हणतात. 

 
एखाद्या वववचेनातील सबंंधामध्ये जर x चा सबंंध y शी असता दुसऱ्या कोणत्याही x' चा तोच सबंंध 

y शी नसेल, तसेच x चा दुसऱ्या कोणत्याहीं y' शी हाच सबंधं नसेल तर सबंधंाला “एक-एक” म्हणतात. 
ज्या वळेी वरीलपकैी फक्त पवहली अट पुरी झाली असेल त्या वळेी त्या संबधंाला “एक-अनेक” म्हणतात; 
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ज्या वळेी फक्त दुसरी अट पभणय झाली असेल त्या वळेी त्याला “अनेक-एक” म्हणतात. ह्या व्याख्यामंध्ये 1 ही 
संख्या वापरलेली नाही हे लक्षात घेतले पावहजे. 

 
विस्ती देशामंध्ये पवत-पत्नी–संबंध हा एक-एक असतो; मुसलमान देशातं तो एक-अनेक 

(One-many) असतो; वतबेटात तो अनेक-एक (Many-one) असतो. बापाचा मुलाशंी असलेला संबधं 
एक-अनेक असतो; तर मुलाचंा बापाशी असलेला सबंधं अनेक-एक असतो; पण ज्येष्ठ पुत्राचा बापाशी 
असलेला संबंध एक-एक असतो. जर n ही कोणतीही सखं्या असेल तर n चा n + 1 शी एक-एक संबधं 
असतो; तद्वतच n चा 2n ककवा 3n शी एक-एक सबंधं असतो. ज्या वळेी आपण फक्त धन सखं्याच घेऊ, त्या 
वळेी n चा n2 शी एक-एक सबंध असतो; पण ज्या वळेी ऋण संख्याचंाही अंतिाव केलेला असेल त्या वळेी 
तो दोन-एक होईल, कारण n आवण –n ह्याचंा वगय (Square) तोच असतो. एक-एक, एक-अनेक आवण 
अनेक-एक ह्या संबधंाचंी कल्पना समजण्यास इतकी उदाहरणे पुरावीत. ह्या संबंधाचें कायय गवणती 
तत्त्वामंध्ये केवळ संख्याचं्या त्याख्येच्याच बाबतीत नव्हे तर इतरही अनेक बाबतींत फार मोठे आहे. 

 
जर दोन वगांमध्ये एक-एक संबंध असेल तर ते दोन वगय “सदृश (Similar)” आहेत असे म्हणतात. 

ज्या प्रकारे वववाहसबंंधाने पवतपत्नींमध्ये अन्योन्य सबंधं जोडला जातो. त्याचप्रकारे एक-एक संबधं 
असणाऱ्या दोन वगांतील, एका वगाच्या पदाचंा दुसऱ्या वगांतील पदाशंी अन्योन्यसबंंध जोडला जातो. ही 
व्याख्या अवधक यथाथयपणे माडंण्याकरता काही प्राथवमक व्याख्याचंा आपल्याला उपयोग होऊ शकेल. ज्या 
पदाचंा कोणाशी तरी वदलेला संबधं असेल अशा पदाचं्या वगाला त्या संबधंाचा प्रदेश (Domain) म्हणतात; 
तेव्हा बापाचा मुलाशी असलेल्या संबधंाचा प्रदेश म्हणजे सवय बाप, पतींचा पत्नींशी असलेल्या सबंधंाचा प्रदेश 
म्हणजे सवय पती, पत्नींचा पतींशी असलेल्या संबंधाचंा प्रदेश म्हणजे सवय पत्नी; पती आवण पत्नी वमळभन 
वववाह या संबंधाचा प्रदेश तयार होतो. पत्नींचा पतींशी असलेल्या संबधंाला, पतींच्या पत्नींशी असलेल्या 
सबंंधाचंा व्यत्यास (Converse) म्हणतात. तसेच लहान हा सबंधं मोठ्ठा ह्या सबंधंाचा व्यत्यास होय. नंति हा 
आधी याचा व्यत्यास होय, इत्यादी. सवयसामान्यतः x चा y शी वदलेला सबंधं असताना, y चा x शी जो सबंधं 
असेल त्याला वदलेल्या सबंधंाचा व्यत्यास म्हणतात. वदलेल्या संबधंाच्या व्यत्यासाचा प्रदेश म्हणजे त्या 
संबंधाचा व्यस्त प्रदेश (Converse domain): याप्रमाणे पतींच्या पत्नींशी असलेल्या संबंधाचा व्यस्त प्रदेश 
म्हणजे पत्नींचा वगय. आता आपण सदृशतेची (Similarity) व्याख्या देऊ: [पृ. १६] 

 
जर दोन वगांमध्ये असा एक-एक सबंधं असेल की, एक वगय त्याचा प्रदेश आवण दुसरा व्यस्त प्रदेश, 

तर पवहला वगय दुसऱ्याशी “सदृश (Similar)” आहे असे म्हणतात. 
 
पुढील ववधाने वसद्ध करणे सोपे आहे: (१) प्रत्येक वगय स्वतःशी सदृश असतो, (२) जर- ∝ हा वगय β 

या वगाशी सदृश असेल, तर β हा ∝ शी सदृश असतो, (३) जर ∝ हा β शी सदृश असेल आवण β हा γ शी 
सदृश असेल तर α हा γ शी सदृश असतो. जर एखाद्या संबंधाकडे पवहला गुणधमय असेल तर त्याला 
आत्मके्षपी (Reflexive) म्हणतात; दुसरा संबधं असेल त्या वळेी संरमत (Symmetrical) आवण वतसरा 
असेल त्या वळेी संक्रमर्ीय (Transitive) म्हणतात. एखादा संबधं संवमत आवण सकं्रमणीय असेल तर तो 
आपल्या प्रदेशात सवयत्र आत्मके्षपी असला पावहजे हे उघड आहे. हे गुणधमय असणाऱ्या संबधंाचा प्रकार 
महत्त्वाचा आहे. आवण सादृश्य हा याच प्रकारचा एक संबधं आहे, हे लक्षात घेणे उपयुक्त ठरेल. 
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दोन सान्त वगांत सारखीच पदे असतील तरच ते सदृश असतील अन्यथा नाही हे सामान्य बदु्धीला 
पटण्यासारखे आहे. ज्याचे गणन करावयाचे आहे असा एक वस्तुसचं आवण वक्रयेत लागणाऱ्या स्वािाववक 
संख्या (0 वगळभन), ह्याचं्यामध्ये एक-एक प्रकारचा अन्योन्य संबंध प्रस्थावपत करणे म्हणजे गणनवक्रया होय. 
ह्या अनुरोधाने पाहता, सामान्यबुद्धीचा वनणयय असा पडतो की, गणनवक्रयेमध्ये जेवढ्या स्वािाववक संख्या 
लागल्या असतील तेवढ्या वस्तभ त्या संचात आहेत. जोवर आपली चचा सान्त संख्यापंुरतीच सीवमत राहते 
तोवर एकभ ण 1 ते n ह्या n सखं्या लागतात हेही आपल्याला मावहती असते. त्यामुळे, जर सगं्रह सान्त असेल 
तर गणनवक्रयेतील शवेटच्या संख्येइतक्याच वस्तभ त्या संग्रहात आहेत हे सरळ येते. हा वनष्ट्कषय सान्त 
संग्रहापुरताच लागभ आहे. तसेच परस्परसदृश अशा दोन वगांतील घटकाचंी संख्या एकच असते असेही 
मानाव ेलागते. कारण ज्या वळेी आपण (उदाहरणादाखल समजा) 10 वस्तभ मोजतो त्या वळेी आपण असे 
दाखवतो की ह्या वस्तभंचा सचं हा 1 ते 10 ह्या संख्याचं्या संचाशी सदृश आहे. गणनवक्रयेमध्ये सादृश्याची 
कल्पना तकय दृष्ट्ट्या गहृीत असते. आवण ती जरी कमी पवरवचत असली तरी तकय तः अवधक सोपी आहे. 
गणनवक्रयेमध्ये मोजावयाच्या वस्तभ, पवहली, दुसरी, वतसरी अशा वववशष्ट क्रमाने घ्याव्या लागतात, पण क्रम 
हा संख्याचंा सारिभत गुण नव्हे. तकय दृष्ट्ट्या ती अप्रस्तुत असभन अनावश्यक स्क्लष्टता वनमाण करते. 
उदाहरणाथय– प्राधान्याचा (Precedence) काही क्रम प्रस्थावपत केल्यावशवायच पतींची संख्या पत्नींच्या 
संख्येइतकीच असल्याचे सागंता येते हे आपण पावहले आहे. सादृश्याच्या संबोधासाठी, सदृश असलेले वगय 
सान्तच असले पावहजेत असेही नाही. उदाहरणाथय—एकीकडे स्वािाववक संख्या (0 वगळभन) घ्या आवण 
दुसरीकडे, ज्याचं्या अंशात 1 आहे असे अपभणांक घ्या. हे उघड आहे की आपण 2 चा 1/2 शी, 3 चा 1/3 शी 
इत्यादी, अन्योन्य संबधं लावभन हे दोन वगय सदृश असल्याचे वसद्ध करू शकतो. [पृ. १७] 

 
याप्रमाणे, ह्या प्रकरणात यापभवी आपण ववचारीत असलेल्या प्रश्नाच्या अथाने, दोन संग्रह एकाच 

गठ्ठ्ठ्यात केव्हा घालावयाचे हे ठरवण्याकरता आपण “सादृश्या” च्या कल्पनेचा उपयोग करू शकतो. ज्या 
वगात एकही सदस्य नाही अशा वगाचा आपल्याला एक गट्ठा हवा आहे: हा गट्ठा 0 ह्या संख्येसाठी राहील. 
नंतर, ज्या वगात एकच सदस्य असेल अशा वगांचा एक गठ्ठा आपल्याला हवा आहे. हा 1 ह्या सखं्येसाठी 
राहील. नंतर 2 ह्या सखं्येसाठी आपल्याला सवय जोड्ाचंा गठ्ठा हवा आहे; नंतर सवय वत्रकुटाचंा एक. 
याप्रमाणे कोणताही संग्रह वदला असता, तो ज्या गठ्ठ्ठ्यात घालावयाचा त्या गट्ठ्ठ्याची व्याख्या, ह्या 
संग्रहाच्या “सदृश” असणाऱ्या सवय संग्रहाचंा वगय अशी करू. जर (उदाहरणाथय) एखाद्या संग्रहात तीन 
सदस्य असतील तर त्याच्याशी सदृश असणाऱ्या सवय सगं्रहाचंा वगय म्हणजेच सवय वत्रकुटाचंा वगय असतो हे 
पाहणे अगदी सोपे आहे. आवण एखाद्या संग्रहातील पदाचंी सखं्या वकती का असेना, त्या सगं्रहाच्या “सदृश” 
असणाऱ्या सगळ्या संग्रहातंील पदाचंी संख्या वततकीच असेल. “पदाचंी संख्या सारखी असणे” याची 
आपण हीच व्याख्या घेऊ. जोवर आपण आपले ववचार सान्त सगं्रहापंुरतेच मयावदत ठेवभ, तोवर यापासभन 
वनघणारे वनष्ट्कषय प्रचवलताशी सुसंगत असतील हे उघड आहे. [पृ. १८] 

 
आतापयंत आपण ववरोधािासात्मक (Paradoxical) असे काही अल्पाशंानेसुद्धा सुचवलेले नाही. 

पण ज्या वळेी आपण प्रत्यक्ष “संख्या” ह्या संबंधाच्या व्याख्येकडे येऊ तेव्हा प्रथमदशयनी वाटणारा 
ववरोधािास टाळता येणार नाही. पण हा पवरणाम लवकरच ववरघळभन जाईल. (उदाहरणाथय) सवय 
जोड्ाचंा वगय हा 2 ह्या संख्येपासभन काही तरी वनराळा आहे, असे आपल्याला स्वािाववकपणेच वाटते. परंनु 
सवय जोड्ाचं्या वगांववषयी काही शकंा वाटण्याचे कारण नाही. त्याची वनःसवंदग्ध व्याख्या करणे अवघड 
नाही. याउलट कोणत्याही अथाने पाहता 2 ही संख्या, सत्ताशास्त्रीय (Metaphysical) बाब असभन वतच्या 
अस्स्तत्वाबद्दल ककवा शोध लागल्याबद्दल आपणाला कधीही वनकितता वाटणे शक्य नाही, त्यामुळे फसव्या 
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आवण कभ टरूप अशा 2 ह्या संख्येच्या पाठीमागे लागण्यापेक्षा जोड्ाचं्या वगावरच समाधान मानभन राहणे 
दभरदशीपणाचे ठरेल. अशा ह्या अनुरोधाने आपण खालील व्याख्या बनवभ. 

 
एखाद्या वर्गाची संख्या म्हर्जे त्या वर्गाशी सदृश असर्ाऱ्या सवण वर्गांचा वर्गण होय. 
 
तेव्हा, जोडीची (गणन-) संख्या म्हणजे सवय जोड्ाचंा वगय होईल. खरे म्हणजे सवय जोड्ाचंा वगय 

म्हणजेच आपल्या व्याख्येप्रमाणे 2 ही संख्या होईल. ही व्याख्या काहीशी वववचत्र वाटली तरी वतच्यामुळे 
वनवितपणा व वनःशकंपणा प्राप्त करून घेता येतात आवण संख्याचं्या वठकाणी जे धमय असावते अशी आपली 
अपेक्षा असते ते सवय, अशा रीतीने व्याख्या केलेल्या संख्याचं्या वठकाणी असतात, हे वसद्ध करणे अवघड 
ठरत नाही.  

 
आता सादृश्याच्या साह्याने वमळणारा, वगांचा कोणताही गठ्ठा म्हणजे संख्या, अशी सवयसाधारण 

व्याख्या आपण करू. ज्या संचातील कोणतेही दोन वगय परस्पराशंी सदृश असतात, पण त्या सचंाच्या 
बाहेरील कोणताही वगय त्यातल्या कोणत्याही वगाशी सदृश नसतो, असा वगांचा संच म्हणजे संख्या होय. 
वनराळ्या शब्दातं, (सवयसामान्यतः) एखादी संख्या म्हणजे ज्या वगातील कोणत्याही सदस्याची तेवढी 
संख्या असेल असा वगय होय; ककवा अवधक सोप्या शब्दातं [पृ. १९] 

 
संख्या म्हर्जे कोर्त्या तिी वर्गाची संख्या होय. 

 
अशा व्याख्येची शब्दयोजना काहीशी वतुयळाकार असल्याचा िास होतो, पण प्रत्यक्षात तसे काहीही 

नाही. संख्याकल्पनेचा सामान्यतः वापर केल्यावशवायच आपण “वदलेल्या वगाची सखं्या” ह्या संबधंीची 
व्याख्या करीत आहोत. म्हणभन कोणत्याही प्रकारचा तकय दोष न घडताच आपण सवयसाधारणपणे संख्येची 
व्याख्या “वदलेल्या वगाची सखं्या” अशी करू शकतो. 

 
खरे म्हणजे अशा पद्धतीच्या व्याख्या पुष्ट्कळच प्रचारात आहेत. उदाहरणाथय, ववडलाचंा वगय याची 

व्याख्या करण्याकरता प्रथम एखाद्याचे वडील असणे म्हणजे काय, याची व्याख्या द्यावी लागेल; मग जे 
कुणाचे तरी वडील आहेत असे सवय, म्हणजे ववडलाचंा वगय होईल. तसेच जर आपल्याला (समजा) 
वगयसखं्याचंी (Square numbers) व्याख्या करावयाची असेल, तर प्रथम एखादी सखं्या दुसरीचा वगय आहे 
म्हणजे काय, याची व्याख्या वदली पावहजे, आवण मग वगयसंख्या म्हणजे, ज्या कोणाच्या तरी वगय आहेत, 
अशा सखं्या, अशी व्याख्या केली पावहजे. अशा प्रकारच्या पद्धती पुष्ट्कळच प्रचारात आहेत. आवण त्या वैध 
असभन अनेकदा आवश्यकही असतात, हे जाणभन घेणे महत्त्वाचे आहे. 

 
आपण संख्याचंी जी व्याख्या आता वदली आहे, वतचा उपयोग सान्त संग्रहाकंरता होईल. वतचा 

उपयोग अनंत संग्रहाकंरता कसा करता येईल इतकेच अजभन पाहावयाचे आहे. मात्र तत्पभवी, “सान्त 
(Finite) “आवण” अनंत ( Infinite) “म्हणजे काय हे आपण ठरवले पावहजे; पण ते प्रस्तुत प्रकरणाच्या 
मयादेत बसत नाही. 

 
❑❑❑ 
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प्रकरण ३ 
 

साांतत्व आणि गणिती णवगमन 
 
जर “0”, “संख्या” आवण “अनुचर” म्हणताना आपल्याला काय म्हणा-वयाचे आहे हे मावहती 

असेल, तर पवहल्या प्रकरणात सावंगतल्याप्रमाणे सवय स्वािाववक संख्याचं्या मावलकेची व्याख्या करता 
येईल. पण आपण आणखी एक पाऊल पुढे जाऊ: जर “0” आवण “अनुचर” म्हणजे काय अविपे्रत आहे हे 
आपल्याला मावहती असेल, तर आपल्याला सवय स्वािाववक सखं्याचं्या व्याख्या करता येतील. हे कसे करता 
येईल ते पाहात असता, त्याचा उपयोग सान्त आवण अनंत ह्यामंधील फरक समजभन घेण्याकरता, आवण ज्या 
पद्धतीने हे आपण करणार आहोत ती सान्ताच्या पलीकडे का लागभ पडत नाही हे जाणण्याकरता होईल. 
“0” आवण “अनुचर” याचं्या व्याख्या कशा करावयाच्या ह्याचा ववचार आपण अजभनही करणार नाही. ह्या 
संज्ञाचंा अथय आपल्याला मावहती आहे, असे आपण क्षणिर मानणार आहोत, आवण त्यावरून इतर सवय 
स्वािाववक संख्या कशा वमळवता येतील ते दाखवणार आहोत. [पृ. २०] 

 
वदलेल्या कोणत्याही- समजा 30,000 संख्येपयंत जाता येते हे पाहणे सोपे आहे. प्रथम आपण “1” 

ची व्याख्या “0 चा अनुचर” अशी करू. मग “2” ची व्याख्या “1 चा अनुचर” अशी करू. पायरीपायरीने ह्या 
पद्धतीने गेल्यास, 30,000 सारख्या एखाद्या वदलेल्या संख्येपयंत जाता येईल. जर आपल्याकडे वचकाटी 
असेल तर हे प्रत्यक्ष कृती करून वसद्धही करता येईल; त्याकरता प्रत्यक्ष 30,000 शी पोचेपयंत आपल्याला 
काम कराव ेलागेल. परंतु ही पद्धत जरी प्रत्येक वववशष्ट सखं्येकरता उपलब्ध असली तरी, ह्या पद्धतीने, 
म्हणजे “0” पासभन आरंि करून पायरीपायरीने प्रत्येक सखं्येचा अनुचर घेत सवय सखं्या वमळवता येतात, हा 
सावयवत्रक वसद्धान्त वसद्ध करण्याकरता ती उपयोगी पडत नाही. हे वसद्ध करता येईल असा दुसरा मागय आहे 
काय? 

 
ह्या प्रश्नाचा दुसऱ्या एका बाजभने ववचार करू: “0” आवण “अनुचर” या सज्ञा वदल्या असता ज्या 

संख्यापंयंत पोचता येईल अशा संख्या कोणत्या? ज्याच्यामुळे अशा सवय संख्याचं्या वगाची व्याख्या करता 
येईल, असा एखादा मागय आहे काय? आपण 0 चा अनुचर म्हणभन 1 पयंत जातो; 1 चा चा अनुचर म्हणभन 2 
पयंत जातो; 2 चा अनुचर म्हणभन 3 पयंत जातो;...इत्यादी. ह्या “इत्यादी” ऐवजी कमी सवंदग्ध आवण कमी 
अवनवित अशी काही एक सकंल्पना आपल्याला वमळवायची आहे. अनुचराच्या ह्या पद्धतीने ह्या प्रवक्रयेची 
सान्त अशा वकतीही वळेा पनुरावृत्ती करणे म्हणजे “इत्यादी” असे म्हणण्याचा मोह आपल्याला होईल; पण 
‘सान्त संख्ये’ ची व्याख्या कशी करायची ह्याच समस्येत तर आपण गंुतलेले आहोत. त्यामुळे आपल्या 
व्याख्येत ह्या संकल्पनेचा वापर आपल्याला करता येणार नाही. सान्त संख्या म्हणजे काय ते आपल्याला 
मावहती आहे असे आपल्या व्याख्येत गृहीत धरता येणार नाही. [पृ. २१] 

 
आपल्या प्रश्नाची गुरुवकल्ली र्गरर्ती रवर्गमनामध्ये आहे. वाचकानंा हे आठवत असेल की प्रकरण १ 

मध्ये स्वािाववक संख्यासंंबधंी आपण जी ५ मभळ प्रववधाने माडंली होती त्यातंले हे पाचव ेप्रववधान आहे. त्यात 
असे म्हटले होते की, जो धमय 0 जवळ असतो आवण एखाद्या सखं्येजवळ असला तर वतच्या अनुचराजवळही 
असतो, तो सवय स्वािाववक संख्याजंवळ असतो. त्यावळेी हे तत्त्व म्हणभन माडंले होते. पण आता ही व्याख्या 
म्हणभन आपण स्वीकारणार आहोत. हे तत्त्व पाळणारी पदे, 0 पासभन पायरीपायरीने वमळणाऱ्या संख्यापं्रमाणेच 
आहेत हे पाहाणे अवघड नाही; पण हा मुद्दा महत्त्वाचा असल्याने आपण त्याचा सववस्तर ऊहापोह करू. 
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आपण जर बऱ्याच व्याख्या माडंभन सुरुवात केली तर ते फायद्याचे ठरेल; ह्या व्याख्या अन्य 
संदिातही उपयुक्त ठरतील. म्हणभन अन्यत्रही उपयोगी ठरतील अशा काही व्याख्यापंासभन आपण आरंि 
करणे चागंले. 
 

एखादा गुणधमय n ह्या सखं्येकडे असता तो n + 1 कडे म्हणजे n च्या अनुचराकडेही असेल तर तो 
गुणधमय स्वािाववक सखं्याचं्या मावलकेत “आनुववंशक” (Hereditary) आहे असे म्हणतात. तसेच n जर 
एखाद्या वगाचा घटक असेल तर n + 1 सुद्धा त्या वगाचा घटक असतो असे असेल तर तो वगयही 
“आनुववंशक” आहे असे म्हणतात. एखादा गुणधमय आनुववंशक असणे म्हणजे तो एखाद्या स्वािाववक 
संख्येपासभन पुढील सवय स्वािाववक संख्याकंडे असल्याप्रमाणेच आहे. उदाहरणाथय,—तो आनुववंशक असणे 
म्हणजे 100 पासभन पुढील सवय संख्याकडे असला पावहजे, ककवा 1,000 पासभन पढुील सवय सखं्याकंडे असला 
पावहजे, ककवा 0 पासभन सवय, म्हणजे वनरपवादपणे सवयच संख्याकंडे असला पावहजे; पण हे पाहरे् सोपे 
असले तरी ह्या गोष्टीचे ज्ञान आपल्याला झाले आहे असे अजभन मानता येणार नाही. 
 

एखादा गुणधमय आनुववंशक असभन तो शभन्याच्या अंगीही असेल तर त्याला “ववगामी (Inductive)” 
म्हणतात. तसेच एखादा वगय आनुववंशक असभन 0 हा त्याचा सदस्य असेल तर तो वगय “ववगामी” आहे असे 
म्हणतात [पृ. २२] 

 
0 ज्याचा घटक आहे असा आनुववंशक वगय वदला असता त्यात 1 सुद्धा सदस्य म्हणभन असला 

पावहजे; कारण आनुववंशक वगामध्ये त्याच्या सदस्याचें अनुचरही असतात आवण 1 तर शभन्याचा अनुचरच 
आहे. तसेच 1 ही संख्या ज्याची सदस्य आहे असा वगय वदला असेल तर 2 सुद्धा त्याची सदस्य असते, हेही 
सरळ आहे. याप्रमाणे क्रमाक्रमाने प्रवक्रया करीत, वदलेली कोणतीही संख्या- समजा 30,000 ही प्रत्येक 
ववगामी वगाची सदस्य असल्याचे वसद्ध करता येईल. 

 
“लगतची पभवयचर” (Immediate predecessor, “अनुचर” ह्या कल्पनेच्या ववरूद्ध) ह्या सबंधंाच्या 

संदिात, वदलेली सखं्या ज्या ज्या आनुववंशक वगात असेल त्या प्रत्येक वगातील सवय पदानंा आपण 
वदलेल्या स्वािाववक सखं्येचा “वशं (Posterity)” असे म्हणभ. एखादी स्वािाववक सखं्या आवण वतच्याहभन 
मोठ्या असणाऱ्या सवय संख्या म्हणजेच त्या स्वािाववक सखं्येचा वशं होय हे पाहरे् सोपे आहे; पण हेसुद्धा 
आपल्याला अजभन अवधकृतपणे मावहती नाही. 

 
वरील व्याख्यानुंसार 0 च्या वशंामध्ये, प्रत्येक ववगामी वगात मोडणारी पदे असतील. 
 
0 पासभन सुरुवात करून एका पदापासभन पढुचे पद, त्याच्यापासभन पुढचे पद अशा पायऱ्यापाऱ्यानंी, 

ज्या पदापयंत आपण पोहोचभ शकभ  ती पदे, आवण 0 चा वशं, हा एकच सचं आहे हे स्पष्ट करणे आता अवघड 
नाही. कारण, प्रथमतः 0 ही संख्या दोन्ही संचातं (आपण आपल्या पदाचं्या ज्या व्याख्या केल्या आहेत त्या 
अथाने) आहे, दुसरे म्हणजे, जर n दोन्ही सचंातं असेल, तर n + 1 सुद्धा दोन्हींमध्ये असते. येथे एक गोष्ट 
लक्षात घेतली पावहजे की, आपण तुलनेने संवदग्ध असलेल्या एका कल्पनेची तुलनेने काटेकोर असलेल्या 
कल्पनेशी तुलना करीत आहोत. आवण अशा प्रकारच्या तुलनेचे प्रामाण्य काटेकोरपणे वसद्ध करता येत 
नाही. “0 पासभन क्रमाने पढुचे, त्याच्या पढुचे, ह्या पद्धतीने वमळणाऱ्या पदाचं्या” कल्पनेला वनवित अथय आहे 
असे िासले तरीही सवंदग्ध आहे; दुसऱ्या बाजभला, “0 चा वशं” ही कल्पना, पवहली कल्पना नेमकी जेथे 
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अंधुक िासते तेथेच, काटेकोर आवण सुस्पष्ट आहे. 0 पासभन क्रमाक्रमाने वमळणाऱ्या पदावंवषयी आपण जे 
म्हणतो त्याचा अर्ण स्पष्ट करून सागंणारी म्हणभन ही कल्पना स्वीकारता येईल. 

 
आता आपण पुढील व्याख्या माडंभ : 
 
“लर्गतची पूवणचि” (“अनुचि” च्या उलट) ह्या सबंंधाच्या संदर्भात 0 चा वशं म्हर्जेच “स्वार्भारवक 

संख्या” होत. [पृ. २३] 
 
याप्रमाणे आपण पेआनोच्या तीन आवदकल्पनापंैकी एकाची व्याख्या इतर दोहोंच्या रूपात 

करण्यापयंत येऊन ठेपलो. ह्याचा पवरणाम म्हणभन, ज्याच्यात 0 ही एक सखं्या असल्याचे प्रवतपादले आहे ते 
एक, आवण ज्याच्यात गवणती ववगमन प्रवतपादले आहे ते दुसरे, अशा त्याच्या दोन आवदववधानाचंी 
आवश्यकता उरली नाही; कारण व्याख्येवरूनच ती वनष्ट्पन्न होतात. प्रत्येक स्वािाववक संख्येचा अनुचर 
स्वािाववक सखं्या आहे असे माडंणारे ववधान केवळ, “प्रत्येक स्वािाववक सखं्येला अनुचर असते” ह्या दुबयळ 
स्वरूपात असभन आता पुरेल. 

 
अथात प्रकरण २ मध्ये सवयसाधारणतः संख्येची जी व्याख्या आपण बनवली होती वतच्या साह्याने, 

“0” आवण “अनुचर” ह्याचं्या व्याख्या आपण सहज करू शकभ . ज्या वगात एकही सदस्य नाही म्हणजेच जो 
“वरक्त वगय” आहे, त्यातील पदाचंी सखं्या म्हणजे 0. ही संख्या सामान्य व्याख्येनुसार वरक्त वगाशी सदृश 
असलेल्या सवय वगांचा संच, म्हणजेच वरक्त वगय हा एकच घटक ज्यात आहे असा वगय होय (हे सहज वसद्ध 
करता येईल). (हा वगय वरक्त नव्हे. कारण त्यात वरक्तवगय हा एक सदस्य असतो; तर स्वतः वरक्त वगात 
एकही घटक नसतो. ज्या वगात एकच सदस्य आहे तो वगय त्या सदस्याशी कधीही समान असत नाही. हे 
आपण जेव्हा वगयमीमासेंचा ववचार करू तेव्हा स्पष्ट करू.) ह्याप्रमाणे आपल्याला खालील शुद्ध तार्मकक 
व्याख्या वमळते: 

 
0 म्हर्जे रिक्तवर्गण हाच केवळ ज्याचा सदस्य आहे असा वर्गण. 
 
आता “अनुचर” ची व्यारव्या तेवढी रावहली. n ही कोणतीही संख्या वदली असता ज्यात n सदस्य 

आहेत असा ∝ हा एकवगय घ्या. आवण ∝ चे सदस्य नसलेले x हे कोणतेही पद घ्या. मग ∝ मध्ये x ची िर 
घालभन वमळालेल्या वगात n + 1 सदस्य असतील. याप्रमाणे आपल्याला खालील व्याख्या वमळते: 

 
∝ ह्या वर्गातील पदाचं्या संख्येची अनुचि म्हर्जे त्या वर्गातील पदे आरर् त्या वर्गात नसलेले x हे 

कोर्तेही एक पद रमळून होर्ाऱ्या वर्गातील पदाचंी संख्या होय. 
 
ही व्याख्या पवरपभणय करण्याकरता काही बारकाव े स्पष्ट कराव े लागतील. त्याचंा येथे ववचार 

करण्याचे कारण नाही. [ले. टी. : Principia Mathamatica, vol. ii, * ११० पाहा.] एखाद्या वगातील पदाचं्या सखं्येची 
तार्मकक व्याख्या आपण आधीच (प्रकरण २ मध्ये) वदली आहे हे आठवत असेल. ती संख्या म्हणजे त्या 
वगाशी सदृश असणाऱ्या सवय वगांचा संच होय. [पृ. २४] 
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याप्रमाणे पेआनोच्या तीन आवदकल्पनाचें तकय शास्त्रातील कल्पनातं आपण क्षपण केले आहे. त्याचंा 
आशय वनवित होईल अशा त्याचं्या व्याख्या आपण वदल्या आहेत. पेआनोच्या पाच आवदववधानाचें पालन 
करण्यापुरतीच वनवितता जेव्हा त्याचं्या वठकाणी होती तेव्हा त्याचंी जशी अनंत वववरणे होऊ शकत, तशी 
यापढेु होऊ शकणार नाहीत. ज्या संज्ञा नुसत्याच स्वीकाराव्या लागतात त्याचं्या मभलिभत सामग्रीपासभन 
आपण ती काढभन घेतली आहेत. आवण पवरणामी, गवणताचे वनगामी (Deductive) रूप वाढवले आहे. 
 

वरील पाच आवदववधानावंवषयी म्हणावयाचे तर “स्वािाववक संख्ये” च्या व्याख्येपासभन, त्यापंकैी 
दोहोंची वसद्धता देण्यात, आपण पभवीच यश वमळववले आहे. उरलेल्या वतघाचं्या सबंधंात त्या व्याख्येचे काय 
स्थान आहे? शभन्य ही कोणत्याही संख्येची अनुचर नाही हे, आवण कोणत्याही संख्येची अनुचर संख्याच 
असते, हे वसद्ध करणे सोपे आहे. पण उरलेल्या आवदववधानाववषयी म्हणजे “कोणत्याही दोन संख्यानंा 
एकच अनुचर नसतो” याववषयी एक अडचण उद्भवते. ववश्वातील सवय वस्तभंची सखं्या सान्त नसेल, तर ही 
अडचण उद्भवणार नाही. कारण ववश्वातील सवय वस्तभंच्या संख्येइतक्या नसलेल्या अशा m आवण n या दोन 
सखं्या वदल्या असता, जर m = n नसेल तर m +1 = n +1 असभ शकणार नाही हे वसद्ध करणे सोपे आहे. 
पण असे समजभ या की, ववश्वातील सवय वस्तभचंी सखं्या (समजा) 10 आहे; मग 11 वस्तभ असलेला कोणताही 
वगय असभ शकणार नाही; आवण 11 ही सखं्या म्हणजे वरक्तवगयच ठरेल. तेच 12 या सखं्येववषयी म्हणता येईल. 
तेव्हा आपल्याला 11 = 12 वमळेल. म्हणभन जरी 10 आवण 11 समान नसल्या तरी 10 ची आवण 11 ची अनुचर 
सारख्याच येतील. तेव्हा, आपल्याला ज्यानंा एकच अनुचर आहे अशा दोन विन्न सखं्या वमळतील. तथावप 
जगातील वस्तभंची संख्या सान्त नसेल, तर वतसऱ्या आवदववधानात हा दोष वनमाण होणार नाही. या 
ववषयाकडे आपण नंतर वळणार आहोत. [ले. टी. : प्रकरण १३ पाहा.] 

 
ववश्वातील वस्तभंची संख्या सान्त नाही हे गृहीत धरून, आपण केवळ पेआनोच्या तीन 

आवदकल्पनाचंी व्याख्या करण्यातच यशस्वी झालो आहोत असे नव्हे, तर या आवदकल्पनापंासभन आवण 
तकय शास्त्राच्या प्रववधानापंासभन ही पाच आवदववधाने कशी वसद्ध करता येतील हे पाहण्यातही यशस्वी झालो 
आहोत. ज्या मयादेपयंत सवय शुद्ध गवणत केवळ स्वािाववक संख्याचं्या मीमासेंपासभन वनगवमत करता येते, 
त्या मयादेपयंत ते तकय शास्त्राचाच ववस्तार ठरेल. ह्या वनष्ट्कषाच्या ववस्तारात गवणताच्या ज्या आधुवनक शाखा 
स्वािाववक संख्याचं्या मीमासेंपासभन वनगवमत करता येत नाहीत, त्या समाववष्ट करण्यात कोणतीही तावत्त्वक 
अडचण येत नाही, हे आपण इतरत्र दाखवले आहे. [ले. टी. : िभवमतीतील शुद्ध ववश्लषेणात्मक प्रकार वगळता इतर िागाकरता 

Principles of Mathematics, part vi आवण Rational Dynamics करता याचाच part vii पाहा.] [पृ. २५] 
 

स्वािाववक संख्याचंी व्याख्या देण्याकवरता वापरलेल्या साधनाचें, म्हणजे गवणती ववगमनाच्या 
प्रवकयेचे, सामान्यीकरण करता येत. संख्यामंधील लगतची अनुचर, ह्या संबधंाच्या दृष्टीने शभन्याचा “वशं” 
म्हणजे स्वािाववक संख्या, अशी व्याख्या आपण केली होती. जर आपण या सबंधंाला N म्हटले, तर m या 
कोणत्याही संख्येचा m + 1 शी हा संबंध असेल. जर एखादा धमय m जवळ असता तो m + 1 जवळही 
म्हणजेच m चा ज्याच्याशी N संबंध आहे त्याच्याजवळही असेल तर त्या धमाला, “N ला अनुलक्षभन 
आनुववंशक” ककवा केवळ “N– आनुववंशक” असे म्हणतात आवण m जवळ असलेला प्रत्येक N– 
आनुववंशक धमय जर n जवळही असेल तर n हा N–संबधंाच्या संदिात m च्या वशंात आहे असे म्हणतात. 
याच व्याख्या N प्रमाणेच इतर कोणत्याही सबंंधाला लागभ करता येतील. तेव्हा जर R हा कोणताही संबधं 
असेल तर आपण खालील व्याख्या माडंभ  शकतो: [ले. टी. : या व्याख्या आवण ववगमन-ववज्ञानाचे सामान्यीकरण ह्या कल्पना, 
फे्रगेच्या असभन, फार पभवी म्हणजे १८७९ मध्ये त्याने आपल्या बेवग्रफवश्रफ्ट (Begriffsschrift कल्पनाचें लेखन) मध्ये प्रवसद्ध केले होते. त्याच्या 
कायाचे महत्त्व फार असभनही, माझ्या मते, ते– त्याच्या प्रवसद्धीनंतर २० वषांनी– वाचणारा मीच पवहला होतो.] 
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x चा y शी R संबंध असभन एखादा धमय x जवळ असता तो y जवळही असेल तर त्या धमाला 
“R-आनुववंशक” म्हणतात. 

 
एखाद्या वगाचा व्याख्याधमय R– आनुववंशक असेल तर त्या वगाला R– आनुववंशक वगय म्हणतात. x 

जवळ असलेला प्रत्येक R– आनुववंशक धमय y ह्या पदाजवळही असेल तर x ला y चा R– पभवयज 
(Ancestor) म्हणतात. मात्र x ह्या पदाचा कशाशी तरी R हा संबधं असला पावहजे ककवा कशाचा तरी x शी 
R हा संबधं असला पावहजे. (वकरकोळ अडचणी टाळण्यासाठी ही अट जोडली आहे.) 

 
ज्या ज्या पदाचंा R– पभवयज x असेल त्या सवय पदानंा (पदाचं्या वगाला) x चा “R– वशं” म्हणतात. 
 
आपण वरील व्याख्या अशा तऱ्हेने रचल्या आहेत की एखादे पद कशाचा तरी पभवयज असेल तर ते 

स्वतःचाही पभवयज असते, आवण स्वतःच्या वशंात असते. ही केवळ एक सोय आहे. [पृ. २६] 
 
R हा संबधं “जन्मदाता (Parent)” असा घेतला तर “पभवयज”, “वशं” ह्यानंा प्रचवलत अथय 

राहतील; अपवाद म्हणजे प्रत्येक व्यक्ती स्वतःची पभवयज होईल आवण स्वतःच्याच वशंात राहील. अथात 
“पभवयज” ची व्याख्या “जन्मदाता” च्या रूपात देता येते हे लगेच वदसभन येईल. पण फे्रगेने आपली, 
ववगमनाची सामान्यीकृत मीमासंा माडंली नव्हती तोपयंत, कोणालाही “पभवयज” ची यथाथय व्याख्या 
“जन्मदाता” च्या रूपात देता आली नव्हती. ह्या मुद्द्याचा थोडासा ववचार केला तर ह्या मीमासेंचे महत्त्व 
पटण्यास मदत होईल. “जन्मदाता” च्या रूपात “पभवयज” ची व्याख्या करण्याच्या प्रश्नाकडे प्रथमच 
वळणारी व्यक्ती स्वािाववकतःच असे म्हणेल: जर A आवण Z ह्याचं्यामध्ये B, C... इत्यादी काही व्यक्ती अशा 
असतील की B हे A चे अपत्य आहे, आवण शवेटच्या व्यक्तीपयंत प्रत्येक जण पढुच्या व्यक्तीचा जन्मदाता 
आहे, आवण शवेटची व्यक्ती Z चा जन्मदाता आहे; तर A हा Z चा पभवयज असतो. पण जोवर मधल्या पदाचंी 
संख्या सान्त आहे अशी पसु्ती आपण जोडत नाही तोवर ही व्याख्या परेुशी ठरत नाही. उदाहरणाथय, पढुील 
प्रकारची मावलका घ्या— 

 
—1, —1/2, —1/4, — 1/8,.... 1/8, 1/4, 1/2, 1 

 
येथे प्रथमतः आपण ऋण अपभणांकाचंी मावलका घेतली असभन वतला अन्त नाही आवण नंतर धन 

अपभणांकाचंी मावलका घेतली असभन वतला आदी नाही. 
 
मग या मावलकेमध्ये —1/8 हा 1/8 चा पभवयज आहे असे म्हणता येईल काय? ह्या के्षत्रात नवीन 

असलेल्या माणसाने वर सुचववलेल्या व्यारव्येप्रमाणे तसे ठरेल, परंतु ज्या प्रकारच्या कल्पनेची व्याख्या 
आपल्याला करावयाची आहे ती प्राप्त करून देणाऱ्या व्याख्येप्रमाणे ती व्याख्या असणार नाही. यासाठी 
मधल्या पदाचंी संख्या सान्त असणे आवश्यक आहे. पण आपण पावहल्याप्रमाणे “सान्त” ची व्याख्या तर 
गवणती ववगमनाच्या साहाय्यानेच केली पावहजे. तरीही प्रथम n च्या n +1 शी असलेल्या सबंधंाची व्याख्या 
करून, नंतर ती इतरानंा लागभ करण्यापेक्षा, सवयसाधारण पभवयज-सबंधंाची (Ancestral Relation) व्याख्या 
एकदमच करणे अवधक सोपे असते. येथे, तसेच इतरत्रही, सुरुवातीलाच जरी अवधक कचतनाची 
आवश्यकता पडत असली, तरी आरंिीच सामान्यीकरण करणे हे सरतेशवेटी, वैचावरक दृष्ट्ट्या कमी कष्टाचे 
होईल आवण ते तकय शक्तीमध्येही वाढ करील. [पृ. २७] 
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वसद्धातंामंध्ये केलेला गवणती ववगमनाचा वापर पभवी रहस्यमयच वाटत असे. वसद्धतेची ती एक 
सप्रमाण (Valid) पद्धती होती याबद्दल कोणतीही साधार शकंा नसल्याचे वदसते. पण ती सप्रमाण का होती 
हे कुणालाही नेमके मावहती नव्हते. तकय शास्त्रातील ववगमनाच्या अथाने हाही एक ववगमनाचाच प्रकार आहे 
असा काहींचा ववश्वास होता. प्वाकंारेच्या [ले. टी. : Science and Method chap. iv.] (Poincare) मते ते एक सवात 
महत्त्वाचे तत्त्व असभन, त्याच्यामुळे अनंत सवंवधानाचंा (Syllogism) सकें्षप एकाच युवक्तवादामध्ये करता येई. 
हे सवय दृवष्टकोण चकुीचे आहेत, आवण गवणती ववगमन ही एक व्याख्या आहे, तत्त्व नव्हे, हे आता आपल्याला 
माहीत झाले आहे; काही संख्यानंा ते लागभ पडते तर काहींना लागभ पडत नाही. (हे आपण प्रकरण ७ मध्ये 
पाहभ.) ज्यानंा गवणती ववगमनाची वसद्धता लागभ पडते, म्हणजेच ज्याचं्याजवळ सवय ववगामी धमय आहेत, त्या 
“स्वािाववक संख्या” अशी व्याख्या आपण करतो. असल्या वसद्धता स्वािाववक संख्यानंा लागभ पडतात त्या 
त्याचं्या रहस्यमय आंतवरक ज्ञानामुळे ककवा तत्त्वामुंळे नसभन, त्या शुद्ध व शावद्वक प्रववधानामुंळे लागभ 
पडतात, असे वनष्ट्पन्न होते. “चतुष्ट्पाद” म्हणजे चार पायाचें प्राणी असे म्हटल्यास, हे सरळ आहे की, ज्यानंा 
चार पाय आहेत तेच चतुष्ट्पाद होतील; गवणती ववगमन पाळणाऱ्या संख्याचंा प्रकार नेमका असाच आहे. 

 
ज्यानंा आपण आतापयंत “स्वािाववक संख्या” म्हणत होतो, त्याचंाच वनदेश करण्यासाठी आपण 

“ववगामी संख्या” असा शब्दप्रयोग करू. संख्याचं्या ह्या संचाची व्याख्या गवणती ववगमनावरून वमळवल्याचे 
स्मरण राहण्याच्या दृष्टीने “ववगामी संख्या” हा वाक्प्रयोग अवधक स्वीकारणीय आहे. अनन्ताहभन सान्ताचे 
वगेळेपण दशयववणारे आवश्यक लक्षण इतर कोणापेक्षाही गवणती ववगमनापासभन वमळते. गवणती ववगमनाचे 
तत्त्व म्हणजे “एकावरून दुसरे, दुसऱ्यावरून वतसरे याप्रमाणे क्रमाक्रमाने जे अनुमान काढता येते ते अनुमान 
पवहल्यावरून शवेटपयंतही काढता येते “या, ककवा अशाच काही लोकवप्रय पद्धतीने माडंता येईल. ज्या 
वळेी पवहल्या आवण शवेटच्या पदामंधील पायऱ्याचंी संख्या सान्त असेल, तेव्हाच ते सत्य असते अन्यथा 
नव्हे. (इंवजनाचा) ताण एका डब्याचा दुसऱ्या डब्याला या पद्धतीने अगदी शवेटच्या डब्यापयंत कसा 
पोहोचतो हे, ज्यानंी कधीकाळी मालगाडी सुरू होताना पावहली असेल, त्याचं्या लक्षात आलेच असेल. 
मालगाडी खभप लाबं असेल त्या वळेी शवेटचा डबा हालण्याला खभपच वळे लागतो. जर गाडीची लाबंी अनंत 
असेल तर या पद्धतीने धक्क्याचंी अनंत मावलका लागेल, आवण सपंभणय गाडीने गती घेतली आहे असे कधीही 
होणार नाही. [पृ. २८] 

 
तथावप डब्याचंी मावलका ववगामी संख्याचं्या मावलकेहभन (हे लघुतम अनंताचे उदाहरण कसे आहे ते 

आपण नंतर पाहणार आहोत) लाबं नसल्याचे मानभ. मग ज्यानंा अजभनही गती वमळाली नाही असे डबे जरी 
वशल्लक राहात असले तरी, इंवजनात पुरेशी शक्ती असल्यास प्रत्येक डबा केव्हा ना केव्हा तरी हालण्यास 
सुरुवात होईलच. 

 
ज्या वळेी आपण अनंत संख्याकंडे म्हणजे ज्यानंा गवणती ववगमनाचा युवक्तवाद लागभ पडत नाही 

अशा सखं्याकंडे वळभ, त्या वळेी सान्त संख्यामंध्ये आपण गवणती ववगमन वकती नकळत वापरत असतो, हे या 
दोन प्रकारच्या संख्याचं्या परस्परववरोधी धमावरून स्पष्ट होईल. 

❑❑❑ 
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प्रकरण ४ 
 

क्रमाची व्याखया 
 

स्वािाववक संख्याचं्या मावलकेचे ववश्लेषण आपण आता इतक्या मयादेपयंत पोचवले आहे की, 
त्यामुळे आपल्याला ह्या मावलकेतील सदस्याचंी, ह्या सवय सदस्याचं्या वगाची, आवण कोणत्याही सखं्येच्या 
लगतच्या अनुचराची, अशा व्याख्या वमळाल्या आहेत. आता आपण 0, 1, 2, 3... ... ह्याचं्यातं असणाऱ्या, 
स्वािाववक सखं्याचं्या क्रवमक (Serial) गुणधमाचा ववचार केला पावहजे. सवयसाधारणतः आपण संख्याचंा 
ववचार ह्याच क्रमाने (Order) करतो. आवण (त्यामुळे) “क्रम” व “मावलका (Series)” ह्या तार्मकक 
संज्ञाचं्या व्याख्या शोधणे हा, आपल्या सामग्रीच्या ववश्लेषण कायातील एक अत्यावश्यक िाग ठरतो. क्रम ह्या 
संबोधाचे महत्त्व गवणतात असाधारण आहे. केवळ पभणांकच नव्हे तर पवरमेय अपभणांक आवण वास्तव संख्या 
ह्याचं्यातसुद्धा त्याचं्या आकारानुसार (Magnitude) (ककवा महते्तनुसार) क्रम असतो, आवण बहुतेक गवणती 
गुणधमांकरता तो अत्यावश्यक असतो. रेषेवरील कबदभंतील क्रम िभवमतीला आवश्यक असतो, तसाच, 
प्रतलातील (Plane) एकाच कबदभतभन जाणाऱ्या रेषामंधील काहीसा स्क्लष्ट असा क्रम, ककवा एकाच रेषेतभन 
जाणाऱ्या प्रतलातंील क्रमही आवश्यक असतो; िभवमतीमधील वमती (Dimension) ही क्रमाचीच ववकवसत 
अवस्था आहे. सवय उच्च गवणताच्या मुळाशी असलेली मयादेची (Limit) संकल्पना, ही क्रमववषयक 
संकल्पनाच आहे. क्रमकल्पनेवर अवलंबभन नसणारे असे गवणताचे काही िाग आहेत, पण तसे िाग ज्यात ही 
कल्पना अनुस्यभत आहे अशा िागापेंक्षा तुलनेने फारच थोडे आहेत. क्रमाच्या व्याख्येचा शोध करीत असता 
एक गोष्ट स्पष्टपणे जाणभन घेतली पावहजे की, कोणत्याही संचाला अगदी एकच क्रम असेल असे नाही. त्या 
संचाच्या बाबतीत वाटेल तेवढे क्रम असभ शकतात. कधी कधी एखादा क्रम आपल्याला इतका पवरवचत 
असतो आवण आपल्या बदु्धीला इतका स्वािाववक वाटतो, की त्या संचाला तोच एक क्रम आहे असे 
मानण्याकडे आपला कल झुकतो, पण हे चभक आहे. स्वािाववक संख्या–आपण त्यानंा ‘ववगामी” संख्या 
असेही म्हणणार आहोत– ह्या साहवजकपणे आपल्याला त्याचं्या महते्तच्या क्रमानेच मावहती होतात; पण 
त्याचं्या आणखी अनंत प्रकारे रचना करता येतात. उदाहरणाथय, आपण प्रथम सवय ववषम सखं्या आवण नंतर 
सवय सम सखं्या घेऊ शकतो; ककवा प्रथम 1, नंतर सवय सम सखं्या, नंतर 3 च्या सवय ववषम पटी, नंतर 5 च्या, 
दुप्पट आवण वतप्पट वगळता इतर सवय पटी, नंतर 7 च्या, दुप्पट, वतप्पट, आवण पाचपट वगळता इतर सवय 
पटी, ह्याप्रमाणे सवय अवविाज्य संख्याचं्या मावलकेनुसार करू शकतो. ज्या वळेी आपण असे म्हणतो की, 
आपण संख्याचं्या अशा विन्नविन्न “रचना” करू शकतो, त्या वळेी आपले म्हणणे अचभकपणे माडंलेले नसते. 
खरे म्हणजे त्या वळेी आपण ‘अशा-अशा’ प्रकारच्या रचना देतील अशा, स्वािाववक संख्यामंधील वववशष्ट 
संबंधाकंडे आपली दृष्टी वळवतो. आकाशातील ताऱ्याचंी जशी आपल्याला “रचना” करता येत नाही तद्वतच 
स्वािाववक संख्याचंीही रचना करता येत नाही; पण जसे स्स्थर ताऱ्याचं्या तेजानुंसार असलेला क्रम आपण 
जाणभ शकतो ककवा आकाशातील त्याचंी माडंणी पाहभ शकतो, तसेच संख्यामंध्ये असे अनेक सबंधं आहेत की 
आपण त्याचें वनरीक्षण करू शकतो. आवण ते सवय सारखेच तकय शुद्ध असे अनेक ववववध क्रम संख्यामंध्ये 
उत्पन्न करतात. आवण जे सखं्याबंद्दल तेच रेषेवरील कबदभंववषयी आवण तेच (कालपटा-वरील) क्षणासंबधंी. 
एक क्रम अवधक पवरवचत असेल पण बाकीचे तेवढेच सयुवक्तक आहेत. उदाहरणाथय, आपण प्रथमतः रेषेवर, 
ज्याचें सहवनदेशक पभणांक आहेत असे कबदभ घेऊ, मग ज्याचें सहवनदेशक अपवरमेय बैवजक (Algebraic) 
आहेत असे कबदभ घेऊ. ह्याप्रमाणे आपल्या इच्छेनुसार पावहजे तेवढ्या उलटसुलट पद्धतीने जाऊ शकतो. 
वमळणारा क्रम हा रेषेवरील कबदभंमध्ये वनवितपणे असेल, मग तुम्ही त्याच्याकडे लक्ष द्या अगर देऊ नका. 
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आपण कोणत्या क्रमाकडे लक्ष द्याव ेहे आपल्या इच्छेवर आहे. पदावंवषयी म्हणावयाचे तर त्याचं्यात संिाव्य 
असे सवय क्रम सदैवच अंतिभयत असतात. [पृ. २९],[पृ. ३०] 

 
ह्या ववचाराचा एक महत्त्वाचा पवरणाम म्हणजे, ज्या पदामंध्ये क्रम लावावयाचा असेल त्याचं्या 

संचाच्या स्वािाववक क्रमाच्या व्याख्येचा शोध घेण्याचा प्रयत्न आपण करता कामा नये; कारण एकाच 
संचामध्ये पषु्ट्कळ क्रम असभ शकतात. क्रम, हा त्या पदाचं्या वर्गामध्ये नसतो; तर काही पदे आधी काही नंतर 
ज्यामुळे येतात अशा, त्या वगातील सदस्यामंधील एखाद्या सबंंधामध्ये असतो. एखाद्या वगामध्ये अनेक क्रम 
असण्याचे कारण म्हणजे एकाच वगातील संदस्यामंध्ये अनेक प्रकारचे संबधं असभ शकतात. एखाद्या 
संबंधाजवळ, क्रम उत्पन्न करण्याच्या दृष्टीने कोणते धमय असले पावहजेत? [पृ. ३१] 

 
क्रम उत्पन्न करू शकणाऱ्या संबंधाजवळ कोणते लक्षण असणे आवश्यक आहे याचा शोध घेताना, 

आपण पुढील ववचार करावा: त्या संबधंाच्या दृष्टीने कोणतीही दोन पदे वदली असता कोणते “आधी” आहे 
आवण कोणते “नंतर” आहे ते आपल्याला ठरवता आले पावहजे. तेव्हा, हे शब्द आपण त्याचें जसे नैसर्मगक 
अथय करतो त्याप्रमाणे आपल्याला वापरता यावते यासाठी, आपल्याला क्रम सबंधंाजवळ पढुील तीन गुणधमय 
हव ेआहेत:– 

 
(१) जर x हा y च्या आधी असेल तर y हा x च्या आधी येऊ नये. ज्या प्रकारचे सबंंध मावलका 

उत्पन्न करतात, त्याचें हे लक्षण उघड आहे. जर x, y पेक्षा लहान असेल तर y, x पेक्षा लहान नसणारच. 
जर x, y च्या पभवी (वळेेप्रमाणे) असेल तर y, x च्या पभवी येणार नाही. जर x, y च्या डावीकडे असेल तर y, 
x च्या डावीकडे नसणार. उलटपक्षी ज्या संबधंामुळे मावलका उत्पन्न होत नाहीत, त्याचं्याकडे हा धमय 
नसतो. जर x, y चा िाऊ ककवा बहीण असेल तर y सुद्धा x चा िाऊ ककवा बहीण असणार. जर x, y 
इतकाच उंच असेल तर y सुद्धा x इतकाच उंच असतो. जर x ची उंची y पेक्षा वनराळी असेल तर y ची उंची 
सुद्धा x पेक्षा वनराळी असते. ह्या सवय प्रकारामंध्ये ज्या वळेी एखादा सबंधं x आवण y मध्ये असेल त्या वळेी तो 
y आवण x मध्येही असतो. पण मावलकारूप संबधंात अशी गोष्ट होऊ शकणार नाही. हा पवहला धमय 
असणाऱ्या सबंंधाला असरंमत (Asymmetrical) म्हणतात. 

 
(२) जर x, y च्या आधी आवण y, z च्या आधी असेल तर x, z च्या आधी असला पावहजे. याचा 

खुलासा, लहान, पूवी, डावीकडे, ह्या पभवीच्याच उदाहरणानंी करता येईल. पण ज्याचं्याकडे हा धमय नाही 
अशा पभवीच्या वतनातंील दोनच उदाहरणे चालतील. जर x, y चा िाऊ ककवा बहीण असेल आवण y, z चा 
िाऊ ककवा बहीण असेल तर x, z चा िाऊ ककवा बहीण असेलच असे नाही. कारण x आवण z ह्या एकच 
व्यक्ती असभ शकतील. हेच उंचीमधील फरकाला लागभ पडेल. पण उंचीच्या समानतेला लागभ पडणार नाही; 
कारण वतच्याजवळ (समानतेजवळ) दुसरा धमय आहे पण पवहला नाही. याउलट “वपता” ह्या संबधंाजवळ 
पवहला गुण आहे पण दुसरा नाही. ज्या संबधंाजवळ आपला हा दुसरा गुण असतो त्याला संक्रमणीय 
(Transitive) म्हणतात. [पृ. ३२] 

 
(३) ज्या वगात क्रम प्रस्थावपत करावयाचा आहे, त्याच्यातील कोणतीही दोन पदे वदली असता 

त्यापंैकी एक दुसऱ्याच्या आधी आवण दुसरे पवहल्याच्या नंतर, असे असले (च) पावहजे. उदाहरणाथय, 
कोणत्याही दोन पभणांकापंकैी, ककवा अपभणांकापंैकी, ककवा वास्तव सखं्यापंकैी एक लहान आवण दुसरा मोठा 
असतो; पण दोन संवमश्र संख्याबंद्दल हे सत्य नसते. काळामधील कोणतेही दोन क्षण वदले असता एक 
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दुसऱ्याच्या आधी असलाच पावहजे; पण दोन घटना एकाच वळेी घडभ  शकतात; त्यामुळे त्याचं्याबद्दल असे 
काही म्हणता येत नाही. रेषेवरील दोन कबदभंपैकी एक दुसऱ्याच्या डावीकडे असलाच पावहजे. ज्या 
संबंधाकडे हा वतसरा गुण असतो त्याला सलंग्न (Connected) म्हणतात. 

 
ज्या वळेी एखाद्या सबंंधाकडे हे तीन गुण असतात त्या वळेी ज्या पदामंध्ये तसा संबधं असेल त्या 

पदामंध्ये तो संबधं क्रम उत्पन्न करतो; आवण ज्या ज्या वठकाणी क्रम अस्स्तत्वात असतो त्या वठकाणी तसा 
क्रम उत्पन्न करणारा आवण हे तीन गुणधमय असणारा, संबधं शोधभन काढता येतो. 

 
ह्या ववचारप्रणालीचे उदाहरण देण्यापभवी आपण काही व्याख्याचंा पवरचय करून घेऊ: 
 
(१) जर वदलेला सबंधं असा असेल की, कोणत्याही पदाचा स्वतःशी सबंधं नाही, तर त्या सबंधंाला 

अनात्मके्षपी [ले. टी. : ही सजं्ञा C. S. Peirce ह्याचंी आहे.] (Aliorelative) ककवा विन्नत्वसभचक (Imply diversity) आहे 
असे म्हणतात. उदा.- “मोट्ठा”, “आकाराने विन्न”, “िाऊ”, “पती”, “वपता” हे सवय सबंधं अनात्मके्षपी 
आहेत; पण “समान”, “सहोदर”, “वप्रयवमत्र”, हे तसे नाहीत. 

 
(२) जर एखादा सबंधं x चा y शी आवण y चा z शी असेल तर त्यामुळे उत्पन्न होणाऱ्या x च्या z शी 

असलेल्या सबंंधाला वदलेल्या संबधंाचा वगय (Square) म्हणतात. “वपतामह” हा “वपता” या सबंधंाचा वगय 
होय, “2 ने जास्त” हा “1 ने जास्त” या सबंंधाचा वगय इत्यादी. 

 
(३) ज्या ज्या पदाचंा दुसऱ्या कोणाशी तरी एखादा सबंंध असेल त्या सवय पदाचं्या वगाला त्या 

संबंधाचा प्रदेश (Domain) म्हणतात. आवण ज्या ज्या पदाशंी दुसऱ्या कोणाचा तरी तो संबंध असेल त्याचं्या 
वगाला त्या संबंधाचा व्यस्त प्रदेश (Converse domain) म्हणतात. या शब्दाचं्या व्याख्या पभवीच वदल्या 
होत्या, परंतु पुढील व्याख्या करण्यासाठी त्याचंी आठवण वदली आहे:— 

 
(४) एखाद्या संबधंाचा प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश वमळभन त्याचे के्षत्र (Field) बनते. 
 
(५) जर एक संबधं सत्य असताना दुसरा संबधंही सत्य असेल तर पवहल्या सबंंधात दुसरा अरर्भपे्रत 

(Implies) असतो, ककवा पवहला दुसऱ्यात अतंिभयत असतो, असे म्हणतात. [पृ. ३३] 
 
ज्या संबधंाचा वगय (Square) अनात्मके्षपी असेल तोच संबंध असंवमत असतो हे वदसभन येईल. 

अनेकदा असे घडते की, संबंध अनात्मके्षपी असभनही असंवमत नसतो. तरी सुद्धा असंवमत संबधं सदैव 
अनात्मके्षपी असतो. उदा.– “जीवनसाथी (Spouse)” हा अनात्मके्षपी असभनही सवंमत आहे. कारण जर x, 
y चा जीवनसाथी असेल तर y, x चा जीवनसाथी असतो. पण संक्रमर्ीय संबधंात, सवय अनात्मके्षपी सबंधं 
असंवमत, आवण उलट, असंवमत संबंध अनात्मके्षपी असतात. 

 
व्याख्यावंरून हे वदसभन येईल की, संक्रमर्ीय संबधं त्याच्या वगामध्ये (Square) अविपे्रत असतो; 

ककवा त्याच्यामध्ये वगय “अंतिभयत आहे” असेही म्हणता येईल. म्हणभन “पभवयज” संबंध संक्रमणीय असतो; 
कारण पभवयजाचा पभवयजही पभवयजच असतो, पण “वपता” संक्रमणीय नाही कारण वपत्याचा वपता हा वपता 
नसतो. ज्या संबधंात त्याचा वगय (Square) अंतिभयत असतो आवण जो विन्नत्वात (Diversity) अतंिभयत असतो 
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त्याला संक्रमणीय अनात्मके्षपी म्हणतात. ककवा याचाच दुसरा अथय म्हणजे, ज्या संबंधाच्या वगामुळे तो 
(संबधं) आवण त्याचे विन्नत्व असे दोन्ही सभवचत होतात तो संक्रमणीय अनात्मके्षपी असतो. कारण, ज्या वळेी 
संबंध संक्रमणीय असतो त्या वळेी असंवमतता, ही अनात्मके्षवपत्वासमानच असते. 

 
जर एखाद्या संबधंाच्या के्षत्रातील कोणतीही दोन पदे वदली असता, एक तर पवहल्याचा दुसऱ्याशी, 

नाही तर दुसऱ्याचा तरी पवहल्याशी तो संबधं असतो, असे असेल तर त्याला संलग्न (Connected) 
म्हणतात. (येथे दोन्ही असण्याची शक्यता वगळलेली नाही. अथात जर संबधं असंवमत असेल तर ते 
शक्यही नाही.) 

 
उदाहरणाथय, “पभवयज” हा संबंध अनात्मके्षपी आवण सकं्रमणीय असभनही सलंग्न नाही असे वदसभन 

येते; कारण मानव वशंाची मावलका तयार करण्याच्या दृष्टीने तो पुरेसा नाही. 
 
संख्यामंधील “लहान ककवा समान” हा संबधं संक्रमणीय आवण संलग्न आहे पण असंवमत ककवा 

अनात्मके्षपी नाही. 
 
संख्यामंधील “मोठा ककवा लहान” हा संबधं अनात्मके्षपी आवण सलंग्न आहे पण संक्रमणीय नाही; 

कारण जर x, y पेक्षा मोठा ककवा लहान असेल आवण y, z पेक्षा मोठा ककवा लहान असेल तर × आवण z 
समान संख्याही असभ शकतील.  

 
तेव्हा, (१) अनात्मके्षपी असणे, (२) संक्रमणीय असणे, आवण (३) सलंग्न असणे हे तीन धमय 

परस्पर स्वतंत्र आहेत. कारण एखाद्या संबधंाजवळ त्यापकैी कोणतेही एक वगळभन बाकीचे दोन राहभ 
शकतात. [पृ. ३४] 

 
आता आपण खालील व्याख्या माडंभ : 
 
जर एखादा संबधं अनात्मके्षपी, संक्रमणीय आवण संलग्न असेल तर त्याला मावलका सबंधं (Serial 

relation) म्हणतात. मावलका म्हणजे मावलका संबधंच होय. 
 
मावलका म्हणजे स्वतः मावलका संबधं नसभन मावलका सबंंधाचे के्षत्र असले पावहजे असे वाटते. पण 

ते चभक आहे. उदाहरणाथय, 
 

1, 2, 3; 1, 3, 2; 2, 3, 1; 2, 1, 3; 3, 1, 2; 3, 2, 1; 
 

ह्या सहा विन्न मावलकाचें के्षत्र तेच आहे. जर के्षत्र म्हणजे मावलकाच असेल तर वदलेल्या के्षत्रापासभन एकच 
मावलका वमळाली पावहजे. वरील सहा मावलकामंध्य वगेळेपण काही असेल तर ते म्हणजे सहा प्रकारातंील 
विन्न क्रम होत. क्रम संबंध वदला असता (त्याचे) के्षत्र आवण क्रम दोन्ही ठरतात. तेव्हा क्रम संबंध म्हणजे 
मावलका घेता येईल. पण के्षत्र तसे घेता येणार नाही. 
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जर कोणताही एक क्रमसबंधं, समजा P वदला असेल, तर जेव्हा x चा y शी P सबंधं असेल तेव्हा x, 
y च्या “आधी” येतो असे ह्या सबंधंाच्या सदंिात आपण म्हणभ, हे आपण xPy असे थोडक्यात वलहभ. P हा 
क्रमसंबंध असण्याकरता त्याच्याकडे पढुील लक्षणे असली पावहजेत: 

 
(१) xPx असे कधीही असता कामा नये, म्हणजे कोणतेही पद स्वतःच्या आधी येता कामा नये. 
 
(२) P2 मध्ये P अविपे्रत असला पावहजे, म्हणजे x, y च्या आधी आवण y, z च्या आधी असेल तर x, 

z च्या आधी यावयास पावहजे. 
 
(३) जर x आवण y ही P च्या के्षत्रातील विन्न पदे असतील तर xPy ककवा yPx ह्यापंैकी एक असले 

पावहजे, म्हणजे दोहोंपैकी एक दुसऱ्याच्या आधी असलेच पावहजे. 
 
ज्या क्रमसंबंधाकडे हे वतन्ही धमय सापडतील तेथे मावलकेची अपेवक्षत लक्षणे सापडतील आवण 

उलटही होऊ शकेल, हे वाचकानंा स्वतःचे स्वतःच पटभ  शकेल. त्यामुळे क्रमाचंी ककवा मावलकेची व्याख्या 
वरीलप्रमाणे घेणे हे समथयनीय आहे. ही व्याख्या शुद्ध तकय शास्त्रीय संज्ञाचं्या रूपात केलेली आहे हे वदसभन 
येईल. [पृ. ३५] 

 
जेथे जेथे मावलका असेल तेथे तेथे, संक्रमणीय, असंवमत, संलग्न सबंंध जरी असणारच, तरी 

मावलका वनमाण करणारा सवात स्वािाववक असा हाच संबधं नेहमी असेल असे मात्र नाही. स्वािाववक 
संख्याचं्या मावलकेचे उदाहरण घ्या. स्वािाववक संख्याचंा ववचार करताना जो संबंध आपण गृहीत धरला 
होता तो लगतच्या अनुचरत्वाचा म्हणजेच लगतच्या दोन पभणांकामंधला होता. हा सबंधं असवंमत आहे; पण 
संक्रमणीय आवण संलग्न नाही. तथावप त्यावरून गवणती ववगमनाच्या साहाय्याने आपण मागच्या पाठात 
पावहलेला, “पभवयजत्व” हा, संबंध वमळवभ शकतो. हा संबंध ववगामी सखं्यातंील “लहान अथवा समान” 
ह्याप्रमाणेच आहे. स्वािाववक संख्याचंी मावलका वनमाण करण्याकरता, आपल्याला “समान” हा िाग 
वगळभन फक्त “लहान” हा सबंधं हवा आहे. m हा n चा पभवयज असेल पण n शी समान नसेल, असा हा सबंधं 
आहे. म्हणजे तो, (वनराळ्या शब्दातं) ज्या अथाने संख्या स्वतःची पभवयज असते त्या अथाने जेव्हा m चा 
एखादा अनुचर n चा पभवयज असेल त्या वळेचा आहे. हे सवय आपण खालील व्याख्येत माडंभ : 

 
ववगामी असलेल्या एखाद्या m ह्या संख्येच्या अनुचराजवळ असलेला प्रत्येक आनुववंशक गुणधमय 

ज्या वळेी n ह्या दुसऱ्या एखाद्या संख्येजवळ असतो त्या वळेी m हा n पेक्षा लहान आहे असे म्हणतात. 
 
ह्याप्रमाणे व्याख्या केलेला “लहान” हा सबंधं असवंमत, सकं्रमणीय आवण सलंग्न आहे, आवण त्याचे 

के्षत्र ववगामी संख्या आहेत, हे पाहणे सोपे आहे, आवण वसद्ध करणेही कठीण नाही. याप्रमाणे आपण ज्या 
अथाने “क्रम” ह्या संजे्ञची व्याख्या केली आहे त्या अथाने ववगामी संख्यानंा ह्या सबंधंाच्या साहाय्याने क्रम 
वमळाला. ह्याच क्रमाला “स्वािाववक” क्रम ककवा महतेचा (Magnitude) क्रम म्हणतात. 

 
n चा n + 1 शी जसा संबधं असतो, काहीशा तशाच प्रकारच्या संबंधामुळे होणारी मावलकाचंी 

वनर्ममती पुष्ट्कळशी प्रचवलत आहे. उदाहरणाथय, इंग्लंडच्या राजाचंी मावलका प्रत्येकाच्या वारसाच्या 
संबंधातभन वनमाण झाली आहे. मावलका वनर्ममतीच्या ववचाराच्या दृष्टीने, जेथे लागभ पडण्यासारखी पवरस्स्थती 
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असेल तेथे, ही बहुधा सवात सोपी पद्धत असते. ह्या पद्धतीमध्ये आपण प्रत्येक पदाकडभन नंतरच्या 
पदापयंत, जोवर नंतरचे पद आहे तोवर, जात राहतो; ककवा प्रत्येक पदाकडभन उलट क्रमाने त्याच्या 
आधीच्या पदापयंत, जोवर आधीचे पद आहे तोवर, जात राहतो. वनमाण केलेल्या मावलकेतील “आधी” 
आवण “नंतर” याचं्या व्याख्या करता याव्यात, यासाठी या पद्धतीत नेहेमी गवणती ववगमन अवधक व्यापक 
रूपात लागते. प्रत्येक पद स्वतःच्या वशंात असाव ेअसा अथय आपण पभवी “वशं” या संजे्ञला वदला होता. 
त्याच अथाने x चा ज्या पदाशी R- संबंध असेल अशा एखाद्या पदाच्या R- वशंात असणाऱ्या सवय पदाचं्या 
वगाला आपण “R ला अनुलक्षभन x चा युक्त वशं” — “युक्त अपभणांकाप्रमाणेच” — असे नाव देऊ. मभलिभत 
व्याख्येकडे वळल्यास “युक्त वशंा” ची व्याख्या पुढीलप्रमाणे देता येईल असे वदसते:— [पृ. ३६] 

 
R ला अनुलक्षभन x चा “युक्त वशं” हा, x चा ज्याच्याशी R- सबंधं आहे अशा प्रत्येक पदाचा प्रत्येक 

R- आनुववंशक धमय असेल, अशा सवय पदाचंा बनलेला असतो. ज्या वळेी x चा R- सबंधं असलेले एकच पद 
असेल अशा वळेी लागभ पडावी याच दृष्टीने केवळ नव्हे, तर x चा अनेक पदाशंी R- संबंध (उदा. वपत्याचा 
अपत्याशंी असलेला संबंध) असतानाही लागभ पडावी, अशा दृष्टीने ही व्याख्या करावी लागली आहे, हे 
लक्षात ध्याव.े पुढची व्याख्या अशी: 

 
जर y हा R- संबंधाला अनुलक्षभन x च्या युक्त वशंात असेल तर x हे पद R- संबधंाला अनुलक्षभन y चा 

“युक्त पभवयज” असते.  
 
सोईस्कर असेल तर आपण “R-वशं” आवण “R-पभवयज” अशा छोट्या संज्ञा वापरू. 
 
आता, लगतच्या पदामंधील R-संबधंामुळे वनमाण होणाऱ्या मावलकेकडे वळभ. ही पद्धत उफ्युक्त 

ठरावयाची असेल तर “युक्त R-पभवयज” हा संबधं अनात्मके्षपी, संक्रमणीय आवण सलंग्न असला पावहजे असे 
आपल्याला वदसभन येईल. हे कोणत्या पवरस्स्थतीत घडभ  शकेल? तो संबधं संक्रमणीय नेहमीच असतो. R हा 
कोणत्याही प्रकारचा संबधं असला तरी “R-पभवयज” आवण “युक्त R-पभवयज” हे सदैव संक्रमणीय असतात. 
पण काही वववशष्ट पवरस्स्थतीतच ते अनात्मके्षपी आवण संलग्न असतील. उदाहरणाथय, जेवणाच्या गोल 
टेबलािोवतीच्या १२ माणसातंील डाव्या हाताकडील व्यक्तीचा संबधं घ्या. जर आपण ह्मा संबधंाला R 
म्हटले तर एखाद्या व्यक्तीच्या युक्त R-वशंामध्ये डावीकडे जाऊन वमळभ शकतील, अशा सवय व्यक्ती येतील. 
म्हणजे ती व्यक्ती स्वतः धरून टेबलाजवळील सवय व्यक्ती येतील. कारण १२ आवृत्तींनंतर आपण पुन्हा 
आरंिकबदभपाशी येऊन पोहोचभ. त्यामुळे ह्या प्रकारात “युक्त R-पभवयज” हा सबंधं जरी सलंग्न असला आवण R 
जरी अनात्मके्षपी असला तरीही आपल्याला मावलका वमळत नाही, कारण “युक्त R-संबंध” हा अनात्मके्षपी 
नाही. ह्याच कारणामुळे, “च्या उजवीकडे” ह्या संबधंाच्या, म्हणजेच पभवयजत्वाच्या दृष्टीने आपल्याला 
(वदलेल्या दोन व्यक्तींमधील) एक व्यक्ती दुसरीच्या आधी येतेच असे काही म्हणता येत नाही. [पृ. ३७] 

 
वरच्या उदाहरणातील पभवयजत्व हा संबंध सलंग्न होता; पण विन्नत्वात अंतिभयत नव्हता. विन्नत्वात 

अतंिभयत असभन सलंग्न नसणारा सबंधं “पभवयज” ह्या शब्दाचा प्रचवलत अथय घेतल्यास वमळेल. जर x हा y चा 
युक्त पभवयज असेल तर x आवण y एकच व्यक्ती असणार नाहीत; तसेच कोणत्याही दोन व्यक्ती वदल्या असता 
एक दुसऱ्याची पभवयज असेल असेही नाही. 
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क्रमवारपणा ककवा लागोपाठपणा (Consecutiveness) ह्या संबधंातंभन वमळणाऱ्या पभवयज संबधंातंभन 
कोणत्या पवरस्स्थतीत मावलका वनमाण होतात हा प्रश्न अनेकदा महत्त्वाचा ठरतो. अत्यंत महत्त्वाचे काही 
प्रकार असे: R हा अनेक- एक संबंध घेऊ; आवण x ह्या एखाद्या पदाच्या वशंाकडे आपले ज्या द्यावयाचे ठरवभ. 
हे ठरवल्यामुळे “युक्त R- पभवजय” संलग्न असणारच; आता तो मावलकारूप होण्याबद्दलची खात्री 
होण्याकरता तो विन्नत्वात अंतिभयत आहे इतकेच पाहावयाचे रावहले. हे जेवणाच्या टेबलाच्या उदाहरणाचे 
सामान्यीकरण आहे. R एक-एक घेऊन x च्या वशंाबरोबरच त्याच्या पभवयजाचंाही अंतिाव करून आणखी 
एक सामान्यीकरण वमळेल. पुन्हा येथेसुद्धा, मावलका वनमाण होईल अशी खात्री होण्याकरता “युक्त R - 
पभवयज” हा संबधं विन्नत्वात अतंिभयत असेल अशी अट हवी. 

 
क्रमवारपणाच्या संबधंामुळे होणारी क्रमाची वनर्ममती स्वतःच्या के्षत्रात महत्त्वाची असेल. पण ज्या 

पद्धतीत क्रमाची व्याख्या करण्याकरता संक्रमणीय सबंंध वापरतात त्या पद्धतीपेक्षा ती कमी सामान्य आहे. 
अनेकदा असे होते की, परस्पराचं्या वकतीही जवळ असलेली कोणतीही दोन पदे घेतली तरी त्याचं्यामध्ये 
अनंत पदे असतात. उदाहरणाथय, महते्तच्या क्रमाने अपभणांक घ्या. कोणत्याही दोन अपभणांकाचं्यामध्ये 
आणखी अपभणांक असतातच,— उदाहरणाथय, त्याचें समातंर माध्य (सरासरी Arithmetic mean). 
पवरणामतः, लागोपाठचे (ककवा क्रमवार Consecutive) दान अपभणांक अशी गोष्टच संिवत नाही. क्रमाची 
व्याख्या करण्याकरता आपण लागोपाठपणाच्या कल्पनेवर अवलंबभन रावहलो तर आपल्याला अपभणांकामंध्ये 
महते्तच्या क्रमाची व्याख्या करताच येणार नाही. पण खरे म्हणजे, अपभणांकातील ‘मोठा’ आवण ‘लहान’ हे 
संबंध, लागोपाठपणाच्या संबंधातभन होणारी वनर्ममती अपेवक्षत नाहीत. आवण क्रम-संबंधाकंडे असावयाची 
तीन लक्षणे अपभणांकातील मोठा आवण लहान ह्या सबंधंाकंडे आहेतच. अशा सवय प्रकारातं क्रम, सकं्रमर्ीय 
संबंधाच्याच साह्याने व्याख्यात केला पावहजे, कारण मधल्या अनंत पदावंरून पलीकडे झेप घेणे फक्त 
असल्या संबधंानंाच शक्य असते. गणन, ककवा सगं्रहातील वस्तभंची मोजणी, अशासारख्या, लागोपाठपणा 
वापरणाऱ्या पद्धती सान्ताकरताच पुरेश्या आहेत; ती पद्धती काही वववशष्ट मावलकाचं्या ववशषेतः, ज्याचं्यात 
एकभ ण पदे अनंत असली तरी, ज्यातं कोणत्याही दोन पदामंधील पदाचंी संख्या सान्तच असते-त्याचं्या 
बाबतीतही लागभ करता येत. पण ती सवयव्यापी मानता कामा नये, इतकेच नव्हे तर, ववचार करण्याच्या ज्या 
सवयींचा पवरणाम वतला सवयव्यापी मानण्यात होईल अशा, सवय सवयींचे मनामधभन वनमभयलन करून 
टाकण्याची काळजी घेतली पावहजे. हे केले नाही तर ज्या मावलकातं लागोपाठची पदे नसतात अशा 
मावलका कठीण आवण कभ टमय वाटतील. आवण सातंत्य, अवकाश, काळ आवण गती समजभन घेण्याकरता 
तर असल्या मावलका वनतान्त महत्त्वाच्या आहेत. [पृ. ३८] 

 
मावलका वनमाण करण्याचे अनेक मागय आहेत. पण ते सवय, असंवमत, संक्रमणीय, सलंग्न सबंधं 

शोधण्यावर ककवा रचण्यावर अवलंबभन आहेत. यातंील काही मागय अवतशय महत्त्वाचे आहेत. ज्याला 
“दरम्यान (Between)” असे म्हणता येईल अशा वत्रपद संबंधामुंळे (Three-term) वनमाण होणारी मावलका 
आपण उदाहरण म्हणभन घेऊ. ही पद्धत िभवमतीमध्ये फार उपयुक्त आहे, आवण दोनपेक्षा अवधक पदे 
असणाऱ्या संबधंाचंा पवरचय होण्यास साह्यकारी आहे; प्राथवमक िभवमतीच्या संबधंात त्याचंा पवरचय 
सवोत्कृष्ट ठरेल. 

 
सवयसामान्य अवकाशातील सरळ रेषेवरील कोणत्याही तीन कबदभंपैकी एक, इतर दोहोंच्या मध्ये 

असलाच पावहजे. हा प्रकार वतुयळावरील ककवा दुसऱ्या कोणत्याही बंद वक्रावरील (Closed curve) 
कबदभंच्या बाबतीत शक्य नाही. कारण वतुयळावरील कोणतेही तीन कबदभ वदले असता, वतसऱ्या कबदभला टाळभन 
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एकाकडभन दुसऱ्याकडे, जाणे शक्य असते. खरे म्हणजे “दरम्यान” ही कल्पना म्हणजे वववृत (Open) 
मावलकाचें- काटेकोर अथाने मावलका— लक्षण आहे. 

 
याववरुद्ध म्हणजे, िोजनाच्या टेबलािोवती बसलेल्या लोकाचं्या मावलकासंारखा मावलकानंा 

“चक्रीय (Cyclic)” म्हणता येईल. यातं पुरेशा प्रवासानंतर आपण आरंिकबदभशी येतो. ही “दरम्यान” ची 
कल्पना प्रचवलत िभवमतीची मभलिभत कल्पना म्हणभन घेता येईल; पण तभतय आपण ही कल्पना एका रेषेला 
आवण त्या रेषेवरील कबदभंच्या क्रमाला लागभ करू. [ले. टी. : Rivista di Mathematica खंड iv, प.ृ ५५, Principles of 

Mathematics, पृष्ठ ३९४ (§३७५) पाहा.] a आवण b हे कोणतेही दोन कबदभ घेतले असता (ab) ही रेषा तीन िागाचंी (a 
आवण b याचं्या व्यवतवरक्त) बनलेली असते : [पृ.३९] 

 
(१) a आवण b याचं्या दरम्यानचे कबदभ. 
(२) x आवण b याचं्या दरम्यान a येईल असे सवय कबदभ x. 
(३) y आवण a याचं्या दरम्यान b येईल असे सवय कबदभ y.  
 
याप्रमाणे (ab) रेषेची व्याख्या “दरम्यान” ह्या संबधंाच्या रूपात करता येईल. 

“दरम्यान” संबंधाने रेषेवरील कबदभ डावीकडभन उजवीकडे याप्रमाणे रचावते. यासाठी आपल्याला काही 
गोष्टी म्हणजे खालील गोष्टी गृहीत धराव्या लागतील.— 

 
(१) जर a आवण b ह्याचं्या दरम्यान काही असेल तर a आवण b हे कबदभ एकच नव्हेत. 
 
(२) जर एखादा कबदभ a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असेल तर तो b आवण a ह्याचं्याही दरम्यान 

असतो. 
 
(३) जर एखादा कबदभ a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असेल तर तो a नसेल (आवण (२) चा पवरणाम 

म्हणभन b ही नसेल). 
 
(४) जर x, a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असेल, तर a आवण x ह्याचं्या दरम्यान असलेला कोणताही 

कबदभ a आवण b ह्याचं्याही दरम्यान असेल. 
 
(५) जर x, a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असेल, आवण b, x आवण y ह्याचं्या दरम्यान असेल, तर b, 

a आवण y ह्याचं्या दरम्यान असेल. 
 
(६) जर x आवण y, a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असतील तर, x आवण y एकच असतील ककवा x, a 

आवण y ह्याचं्या दरम्यान असेल ककवा x, y आवण b ह्याचं्या दरम्यान असेल. 
 
(७) जर b, a आवण x याचं्या, तसेच a आवण y ह्याचं्या दरम्यान असेल तर, x आवण y एकच 

असतील, ककवा x, b आवण y ह्याचं्या दरम्यान असेल ककवा y, b आवण x याचं्या दरम्यान असेल. 
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प्रचवलत अवकाशातील कोणत्याही सरळ रेषेवरील कबदभंच्या संबधंात हे सातही धमय सहज ताडभन 
पाहता येतील. हे धमय असणाऱ्या अशा, कोणत्याही वत्रपद संबधंामुळे मावलका वमळते हे खालील 
व्याख्यावंरून वदसभन येईल. वनवितपणा येण्याकरता a हा b च्या डावीकडे आहे असे आपण मानभ. 
 

मग (ab) ह्या रेषेवर पुढील कबदभ राहतील: (१) जे कबदभ आवण b ह्याचं्या दरम्यान a असेल ते,- हे a 
च्या डावीकडे आहेत असे आपण म्हणभ, (२) a स्वतः, (३) जे, a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असतील ते, (४) 
b स्वत:, (५) जे कबदभ आवण a ह्याचं्या दरम्यान b असेल ते- हे b च्या उजवीकडे आहेत असे आपण म्हणभ. 
आता आपण अशी सामान्य व्याख्या करू: पुढीलपैकी कोणतीही एक अवस्था असेल तर (ab) ह्या रेषेवरील 
x आवण y ह्या कबदभंपकैी x हा y च्या “डावीकडे” असेल :— [पृ.४०] 

 
(१) x आवण y हे दोघे a च्या डावीकडे असभन y, x आवण a ह्याचं्या दरम्यान आहे. 
(२) x, a च्या डावीकडे असभन y हा a ककवा b आहे, ककवा a आवण b ह्याचं्या दरम्यान आहे. ककवा b 

च्या उजवीकडे आहे. 
(३) x म्हणजे a असभन y हा a आवण b ह्याचं्या दरम्यान आहे, ककवा y म्हणजे b आहे ककवा y, b च्या 

उजवीकडे आहे. 
(४) x आवण y हे दोघे a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असभन y, x आवण b ह्याचं्या दरम्यान आहे. 
(५) x, a आवण b ह्याचं्या दरम्यान असभन y म्हणजे b आहे, ककवा y हा b च्या उजव्या बाजभस आहे. 
(६) x म्हणजे a असभन y हा b च्या उजवीकडे आहे. 
(७) x आवण y हे दोघेही b च्या उजवीकडे असभन x, b आवण y ह्याचं्या दरम्यान आहे. 
 
ह्यावरून, दरम्यान संबधंाच्या, आपण माडंलेल्या ७ धमांवरून, वर व्याख्या केल्यानुसार “च्या 

डावीकडे” हा संबधं मारलका सबंंधच असल्याचे वनगवमत करता येते असे लक्षात येईल. “दरम्यान” च्या 
व्यावहावरक अथावर अवलंबभन असेल असे ह्या व्याख्येत ककवा ववधानात काहीही नाही हे पाहणे महत्त्वाचे 
आहे. पभणयतः तावत्त्वक असे वरील सात धमय असणारा कोणताही वत्रपद संबधं आपल्या युवक्तवादास उपयोगी 
पडभ  शकेल. 

 
चक्रीय क्रम, उदा.— वतुयळावरील कबदभंमधील क्रम, हा “दरम्यान” ह्या वत्रपद सबंधंापासभन वनमाण 

करता येणार नाही. आपल्याला त्याकरता चतुष्ट्पद संबधं लागेल, त्याला “जोड्ाचें वविाजन (Separation 
of Couples)” असे म्हणता येईल. जगप्रवासाच्या उदाहरणाने हा मुद्दा स्पष्ट करता येईल. कोणी इंग्लंडहभन 
वनघभन सुवझेमागे ककवा सनॅ् फ्रास्न्सस्को मागे न्यभझीलंडला जाऊ शकेल; पण यापंैकी कोणतेही वठकाण 
इंग्लंड व न्यभझीलंड याचं्यामध्ये आहे असे काही आपण म्हणभ शकणार नाही. मात्र एखाद्याने ह्या मागानेच 
जगप्रवास करण्याचे ठरवले तर तो कशाही रीतीने गेला तरी त्याचे इगं्लंड व न्यभझीलंड मध्ये राहणे हे सुवझे 
व सन् फ्रास्न्सस्कोमधील राहण्यानंी वविावजत केले जाईल (आवण उलटही); व्यापकतेने बोलावयाचे 
झाल्यास, जर आपण वतुयळावंरील कोणतेही चार कबदभ घेतले तर आपण त्याचं्या दोन वविक्त अशा जोड्ा 
करू शकतो— समजा a, b आवण x, y. a पासभन b पयंत जावयाचे झाल्यास x ककवा y ह्यापंकैी एकावरून 
तरी गेलेच पावहजे, तसेच x पासभन y पयंत जावयाचे झाल्यास a ककवा b मधभन गेलेच पावहजे. ह्या 
पवरस्स्थतीत आपण असे म्हणभ की (a, b) ही जोडी (x,y) ह्या जोडीने वविक्त केली आहे. “दरम्यानते” 
वरून ज्याप्रमणे आपण मुक्तक्रम (Open Order) वनगवमत केला त्याचप्रमाणे पण काहीशा स्क्लष्ट [ले. टी. : 
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(Principles of Mathematics, पृ.२०५, (§१९४) आवण तेथेच वदलेले इतर सदंिय पाहावते.] रीतीने ह्या सबंधंातभन आपल्याला 
चक्रीय क्रमही वनगवमत करता येईल. [पृ.४१] 

 
ज्याला “मावलका क्रमाचे जनन (Generation of serial relations)” म्हणतात असा ववषय सुचवणे 

हा ह्या प्रकरणाच्या उत्तराधाचा उदे्दश आहे. ज्या वळेी अशा संबंधाचंी व्याख्या केली असेल त्या वळेी अशा 
मावलकानंा आवश्यक असलेल्या धमांपकैी थोडेच ज्याचं्याकडे आहेत अशा संबधंातभन ह्या संबधंाची वनर्ममती 
करणे हे फार महत्त्वाचे ठरते. अशी पवरस्स्थती, ववशषेेकरून िभवमतीच्या व वास्तवशास्त्राच्या तत्त्वज्ञानामध्ये 
उद्भवते. परंतु, अशी पवरस्स्थती उद्धवभ शकते असे दाखवभन देण्याव्यवतवरक्त अवधक काही करणे हे प्रस्तुत 
गं्रथाच्या मयादेत आम्हाला शक्य नाही. 

 
❑❑❑ 
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प्रकरण ५ 
 

सांबांधाांचे प्रकार 
 
गवणती तत्त्वज्ञानाचा बराच मोठा िाग सबंंधानंा वावहलेला आहे, आवण ववववध सबंंधाचें ववववध 

प्रकारचे उपयोग आहेत. अनेकदा असे होते की, सगळ्या संबंधाकंडे असणारा धमय काही वववशष्ट प्रकारच्या 
संबंधाचं्या बाबतीतच महत्त्वाचा ठरतो; अशा बाबतीत,एखादा धमय ज्या प्रकारच्या संबधंाकंरता उपयुक्त आहे, 
ते वाचकाचं्या ध्यानात नसतील तर, तो धमय प्रवतपादणाऱ्या प्रववधानाचे (Proposition) इंवगत त्याचं्या 
लक्षात येणार नाही. ह्या कारणाकरता आवण ववषयाच्या अगंिभत ज्ञानाकरताही, ववशषेतः गवणताच्या दृष्टीने, 
उपयोगी पडणाऱ्या अनेकववध संबधंाचंी एखादी जुजबी यादी आपल्या मनात असणे चागंले. [पृ.४२] 

 
मागील प्रकरणात आपण एका अवतमहत्त्वाच्या वगाचा, म्हणजे मारलका सबंधंाचा समाचार घेतला. 

मावलकेची व्याख्या करण्याकरता आपण गोळा केलेल्या तीन धमांपैकी—असरंमती (Asymmetry), 
संक्रमर्ीयता (Transitiveness), संलग्नता (Connexity)—ह्या प्रत्येकाचे आपापल्या परीने महत्त्व आहे. 
प्रत्येकाववषयी थोडे थोडे सागंतच आपण आरंि करू या. 

 
असंरमती म्हणजे व्यत्यासाशी अननुरूप असणे. हा धमय अत्यंत आवश्यक आवण महत्त्वाचा आहे. 

त्याच्या कायाचा ववचार करण्याकरता आपण ववववध उदाहरणाचंा ववचार करू. पवतत्व (Husbandness) 
हा सबंधं असवंमत आहे, तद्वतच पत्नीत्व (Wife) सुद्धा असवंमतच आहे म्हणजे a, b चा पती असेल तर b, a 
चा पती असणार नाही. तेच पत्नीत्वाच्या बाबतीतही सत्य आहे. उलटपक्षी, “सहचर (चारी)” ककवा 
“जीवनसाथी (Spouse)” हा संबधं सवंमत आहे. समजा, आता आपल्याला जीवनसार्ी हा सबंधं वदला 
आहे, आवण त्यावरून पवत हा सबंधं वनगवमत करावयाचा आहे. परत म्हणजे परुुष जीवनसार्ी ककवा स्त्रीचा 
जीवनसार्ी होय; म्हणजे सबंंधाच प्रदेश पुरुषापंुरता मयावदत करून ककवा व्यस्त सबंधंाचा प्रदेश वस्त्रयापंुरता 
मयावदत करून आपल्याला जीवनसार्ी ह्या संबधंापासभन परतसंबधं वनगवमत करता येतो. ह्या 
उदाहरणावरून असे वदसते की, जेव्हा एखादा सवंमत संबंध वदलेला असेल तेव्हा त्यापासभन कधी कधी, 
दुसऱ्या कोणत्याही संबंधाच्या साहाय्यावशवायच दोन असंवमत संबधं वमळतात. पण ज्या प्रकारात हे जमभ 
शकते असे प्रकार ववरळा आवण अपवादिभतच:— परस्पर ववयुक्त (Mutually exclusive) असे दोन वगय 
असतानाच हे शक्य होईल. समजा ∝, β हे दोन वगय पढुीलप्रमाणे आहेत; दोन पदामंध्ये जेव्हा वदलेला सबंधं 
असेल, त्या वळेी त्यातील एक α चा आवण दुसरा β चा सदस्य असेल— जसे जीवनसार्ी ह्या सबंधंात, एक 
पद परुुष वगात तर दुसरे स्त्री वगात मोडते. अशा वळेी सबंधंाचा प्रदेश α परुताच ककवा β परुताच मयावदत 
ठेवला तर तो संबंध असवंमत होईल. पण जेव्हा आपण दोनपेक्षा अवधक पदामंधील संबंधाचंा ववचार करू, 
तेव्हा असे प्रकार उद्भवणारच नाहीत; कारण मावलकेमधील पवहले आवण शवेटचे, (असल्यास) पद 
सोडल्यास बाकी सवय पदे, मावलका वनर्ममणाऱ्या संबधंाचं्या प्रदेशातही मोडतात आवण व्यस्त प्रदेशातही 
मोडतात. त्यामुळे प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश, ज्यातं वमसळलेले नसतात असे संबधं वगळले जातात. [पृ.४३] 

 
प्राथवमक स्वरूपाचे धमय असलेल्या संबधंावंर काही वक्रया करून त्यापंासभन उपयुक्त धमय असलेले 

संबंध कसे घडवावते हा एक महत्त्वाचा प्रश्न आहे. वदलेल्या संबधंाजवळ मुळात नसतानासुद्धा, 
संक्रमणीयता आवण सलंग्नता हे धमय वनमाण करणे वकत्येक प्रकारात सोपे असते: उदाहरणाथय R हा 
कोणताही एक संबधं असेल तर R पासभन, सामान्यीकृत ववगमनाच्या साह्याने घडवलेला अनुवशं संबधं 
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संक्रमणीय असतो; आवण R अनेक- एक असेल तर अनुवशं संबधं वदलेल्या पदाच्या वशंापुरता मयावदत 
ठेवल्यास संलग्न असतो. मात्र असवंमती हा धमय घडवणे ह्याच्यापेक्षा पुष्ट्कळच अवघड आहे. जीवनसाथी 
पासभन पवत हा संबधं ज्या पद्धतीने आपण घडवला ती पद्धत वकत्येक महत्वाच्या प्रकारातं उपयोगी ठरत 
नाही; जसे मोठा, (च्या) पूवी, (च्या) उजवीकडे; येथे प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश परस्परातं वमसळतात. 
अथात, ह्या सवय प्रकारातं वदलेला संबंध आवण त्याचा व्यस्त एकवत्रत करून आपल्याला संवमत संबंध 
वमळेल, पण एखाद्या असवंमत संबंधाच्या मदतीवशवाय संवमत संबंधापासभन उलट जाता येणार नाही. 
उदाहरणाथय मोठा हा सबंधं घ्या. मोठा ककवा लहान–म्हणजे असमान–हा सबंधं सवंमत आहे, पण तो दोन 
असंवमत संबधंाचं्या सयंोगापासभन [अ. टी. : लेखकाने बेरीज (Sum) शब्द वापरला आहे, पण अलीकडे त्याला सयंोग (Union) 
म्हणतात.] वमळालेला आहे हे दाखवण्याचे कोणतेही प्रमाण त्याच्याजवळ नाही. “विन्न आकाराचे” हा सबंधं, 
कोणताही एक संबधं आवण त्याचा व्यस्त याचंा सयंोग नाही; कारण आकारापंासभन मावलका वमळभ शकत 
नाही; पण आकारामंध्ये मोठा ककवा लहान हे सबंधं असल्याचे आपल्याला जर आधीच मावहती नसेल तर हा 
संबंध, “विन्न आकारमानाचें (Magnitudes)” ह्या सबंधंापेक्षा कसा वगेळा आहे हे दाखवण्याचे कोणतेही 
साधन आपल्याकडे नाही. यावरून, संबंधाचं्या धमातील मभलिभत लक्षण म्हणभन असलेले असवंमतीचे महत्त्व 
स्पष्ट होते. [पृ. ४४] 

 
संबंधाचं्या वगीकरणाच्या दृष्टीने विन्नत्व सभचनापेक्षा (Implying diversity) असंवमती हे अवधक 

महत्त्वाचे लक्षण आहे. असंवमत संबधंामध्ये विन्नत्व (Diversity) अविपे्रत असते, पण त्याच्या उलट प्रकार 
संिवत नाही. उदाहरणाथय, “असमान” मध्ये विन्नत्व अविपे्रत आहे पण हा सबंंध संवमत आहे. स्थभलमानाने 
आपल्याला असे म्हणता येईल की, सबंधप्रधान प्रववधाने शक्यतो टाळावयाची आपली इच्छा असभन, 
त्याचं्याऐवजी, कत्याला ज्यात ववधेय (Predicate) लावतात अशी प्रववधाने घ्यावयाची आहेत; तर मग 
आपण जोवर सवंमत संबधंापंरुताच ववचार करीत असभ तोवरच आपल्याला त्यात यश वमळेल; विन्नत्व सभवचत 
न करणारे संबंध जर संक्रमणीय असतील तर ते समाईक ववधेय प्रवतपादतात असे म्हणता येईल, तर विन्नत्व 
सभवचत करणारे संबंध अननुरूप ववधेये प्रवतपादतात असे म्हणता येईल. उदाहरणाथय, संख्याचंी व्याख्या 
करण्याकरता आपण वापरलेला वगांमधील सादृश्य हा संबंध घ्या. तो संवमत आवण संक्रमणीय असभन त्यात 
विन्नत्व सभवचत केलेले नाही. आपण अवंगकारलेल्या पद्धतीइतके सुकरपणे नसले तरी, एखाद्या संग्रहाची 
संख्या म्हणजे त्या संग्रहाचे ववधेय आहे असे समजभन चालणे शक्य आहे: मग दोन सदृश वगांची सखं्यात्मक 
ववधेये सारखीच राहतील, तर असदृश वगांची संख्यात्मक ववधेये वगेळी राहतील. जोवर प्रस्तुत सबंंध 
संवमत असतात तोवरच सबंधंाऐंवजी ववधेये वापरण्याची पद्धत आकारतः (Formally) शक्य असते, (बहुधा 
ती फार गैरसोईची असते); पण संबधं असवंमत असता मात्र ते आकारतः शक्य आहे. कारण ववधेयाचंा 
सारखेपणा आवण वगेळेपणा दोन्ही सवंमत असतात. असंवमत संबधं हे सबंंधामंधील ववशषे प्रकारचे संबधं 
असभन, ज्या तत्त्वज्ञान्यानंा संबंधाचं्या अत्यंत तार्मकक रूपाचा अभ्यास करावयाचा असेल त्याचं्या दृष्टीने 
अवतशय महत्त्वाचे आहेत. [पृ. ४५] 

 
संबंधाचंा अवतशय उपयुक्त असा आणखी एक वगय म्हणजे एक-अनेक संबधं. त्यात वदलेल्या पदाचा 

जास्तीत जास्त एका पदाशी संबंध असतो. असे संबधं म्हणजे, वपता, माता, पवत (वतबटे सोडभन), वगय 
(Square of) ज्या (Sine of) इत्यादी. काही एका रीतीने सगळेच संबंध एक-अनेक सबंधंाच्या साह्याने 
आकारतः व्यक्त करता येतील. उदाहरणाथय, ववगामी संख्यामंधील लहान हा सबंधं घ्या. 1 हभन मोठी अशी n 
ही संख्या वदली असता वतच्याशी, लहान हा संबंध असणारी एकच संख्या नसेल, पण n पेक्षा लहान 
असणाऱ्या सवय संख्याचंा आपण एकच वगय करू शकतो. ह्या वगाचा n शी जो संबधं आहे, तसा दुसऱ्या 
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कोणत्याही वगाचा नसणार. n पेक्षा लहान असणाऱ्या सवय संख्याचं्या वगाला आपण n चा “उवचत (Proper) 
पभवयवशं” असे म्हणतो. गवणती ववगमनाच्या संदिात आपण पभवयवशं (Ancestry) आवण वशं हे शब्द ज्या 
अथाने आपण वापरले होते तोच अथय इथे ध्यावयाचा आहे. मग “उवचत पभवयवशं” हा एक- अनेक संबंध होईल 
(एक-अनेक मध्ये एक-एक चा अतंिाव नेहमीच केला जाईल), कारण प्रत्येक संख्येमुळे वतचा उवचत 
पभवयवशं म्हणभन सखं्याचंा एक वगय वमळतो. तेव्हा, लहान ऐवजी आपल्याला उरचत पूवण वशंाचा सदस्य असरे् 
असा सबंधं घेता येईल. याप्रमाणे एक-अनेक नसलेल्या सबंधंाऐवजी, एक वगय, आवण त्याचे सदस्य असणे 
अशा प्रकारचा एक-अनेक संबंध योजता येईल. एक-अनेक सबंंधाचा ववचार करताना पेआनो, काही 
कारणाने, पण स्वािाववकपणेच, जे संबधं असे नाहीत त्याचंा ववचार असाच करतो. ह्या पद्धतीने वदलेल्या 
संबंधाचें रूपातंर, एक-अनेक संबंधातं करणे आकारतः जरी शक्य असले तरी तावंत्रक दृष्ट्ट्या सोपे नाही. 
आवण वगय म्हणजे केवळ “तार्मकक कस्ल्पते (Logical fictions)” मानले तरी तेवढ्या कारणाकरतासुद्धा 
त्याचं्यामुळे तत्त्वज्ञानात्मक ववश्लेषण प्रतीत होत नाही असे समजण्यास सबळ कारण आहे. म्हणभनच 
एक-अनेक संबधं हे ववशषे प्रकारचे आहेत असे आपण समजभन चालभ. 

 
“अशा-अशाचंा वनवित [अ. टी. : The आवण a ह्याचं्यातील फरक दशयवण्याकरता मराठीत काही साधन नाही. त्यामुळे the 

ऐवजी ‘वनवित’ ककवा ‘एकमेव’ असे शब्द योजले आहेत.] (The) अमुक अमुक” अशा प्रकारच्या सवय वाक्प्रयोगामंध्ये 
एक-अनेक सबंंध नेहमी येत असतात. “इंग्लंडचा राजा”, “सॉके्रवटसची पत्नी”, “जॉन स्टुअटय वमलचा 
बाप”, वगैरे सवय वाक्प्रयोग वदलेल्या पदाशंी असलेल्या एक-अनेक संबधंाच्या साह्याने एखाद्या व्यक्तीचे 
वणयन करतात. कोणालाही एकाहभन अवधक बाप असत नाहीत, त्यामुळे “जॉन स्टुअटय वमलचा बाप” म्हणजे 
कोण ते आपल्याला कळले नाही तरी ह्यामुळे वनवित एका व्यक्तीचे वणयन केले आहे इतके आपल्याला 
कळतेच. वणयनासंंबंधी सागंण्यासारखे बरेच आहे. पण सध्या आपल्याला फक्त सबंंधाचंाच ववचार करावयाचा 
आहे, आवण वणयनाचें कायय, एक-अनेक सबंंधाचं्या उपयुक्ततेचे स्पष्टीकरण करणे इतकेच आहे. 
गवणतामधील सवय फले (Function) एक-अनेक [अ. टी. : लेखक ज्याला एक-अनेक म्हणत आहे त्यालाच प्रचवलत गवणतात 
अनेक-एक म्हणतात.] संबंधातंभनच उद िवतात हे लक्षात घेतले पावहजे: x चा लाग्रतम (Logarithm), x ची 
कोज्या (Cosine), इत्यादी संबधं ‘चा बाप’ प्रमाणे वदलेल्या x पदाशी असलेला एक-अनेक संबधं 
(लाग्रतम, कोज्या, इ.) दशयवतात. मात्र फलाचंा सबंोध (Notion),सखं्यापंरुताच ककवा गवणतात प्रचारात 
असलेल्या बाबींपरुताच मयावदत करण्याचे कारण नाही. एक-अनेक सबंधंाचं्या सवय प्रकारानंा तो लागभ 
करता येईल आवण “x चा लाग्रतम” हे फल [x ला फलाचा पक्ष (Argument) म्हणतात] वजतके 
वैध आहे वततकेच “x चा बाप” हेही वैध मानता येईल. ह्या प्रकारची फले वर्णनात्मक फले आहेत, 
आवण यापेक्षाही अवधक व्यापक आवण मभलग्राही अशा जातीची फले, उदा. प्रववधान–
(Proporsitional) फले असतात, हे आपण नंतर पाहणारच आहोत. पण तभतय, आपण आपले लक्ष, 
वणयनात्मक संबंधापुंरतेच, म्हणजे ज्यातं “x चा R-संबंध असणारे (एकमेव) पद” येते, ककवा 
थोडक्यात “x चा (एकमेव) R” असे येते, अशा संबंधापुरतेच कें वद्रत करू. [पृ. ४६] 

 
जर “x चा (एकमेव) R” ह्या वाक्प्रयोगाने वनवित स्वरूपाचे पद दशयवले जाव े असे वाटत असेल 

तर, x हे पद असे असले पावहजे की त्याच्याशी त्या पदाचा R- सबंधं असेल पण दुसऱ्या कोणत्याही पदाचा 
त्याच्याशी (x शी) R- संबंध नसेल. कारण यातभन एकमेवत्व सभवचत झाले पावहजे. तेव्हा x म्हणजे आदम 
ककवा ईव्ह वगळता इतर कोणीही मनुष्ट्यमात्र असेल तर “x चा बाप” असे आपण म्हणभ शकतो; पण x म्हणजे 
टेबल, खुची ककवा वजला बाप नसतो अशी कोणतीही वस्तभ असेल तर “x चा बाप” हा शब्दप्रयोग 
आपल्याला करता येणार नाही. जर x शी R- संबंध असणारे एक आवण एकच पद असेल तर x चा वनवित R 
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अस्स्तत्वात आहे असे आपण म्हणभ. तेव्हा जर R हा एक-अनेक संबधं असेल तर, x, R च्या व्यस्त प्रदेशात 
असतानाच x च्या R ला अस्स्तत्व असते, एरवी नसते. जर “x चा R” हे गवणती पद्धतीचे फल असेल तर x 
ला आपण फलाचा “पक्ष” म्हाणभ. x शी R- सबंधं असणारे पद y असेल तर y ला, x ह्या पक्षाकरता असलेले 
R चे “मभल्य (Value)” म्हणभ. R हा एक-अनेक सबंधं असेल तर, फलाच्या सिंाव्य अशा सवय पक्षाचंी व्याप्ती 
(Range) म्हणजे R चा व्यस्त प्रदेश होईल आवण मभल्याचंी व्याप्ती म्हणजे प्रदेश होईल. तेव्हा, “x चा बाप” 
ह्या फलाच्या संिाव्य पक्षाचंी व्याप्ती म्हणजे ज्यानंा बाप आहे (ककवा असभ शकतो) ते सवय म्हणजेच बाप ह्या 
संबंधाचा व्यस्त प्रदेश होय; तर सवय सिंाव्य मभल्याचंी व्याप्ती म्हणजे सवय बाप, म्हणजेच त्या सबंधंाचा प्रदेश 
होय. [पृ. ४७] 

 
संबंधाचं्या तकय शास्त्रातील महत्त्वाचे बरेचसे संबोध म्हणजे वणयनात्मक फलेच असतात. 

उदाहरणाथय: व्यस्त, प्रदेश, व्यस्त प्रदेश, के्षत्र. जसजसे आपण आणखी पुढे जाऊ तसतशी आणखी 
उदाहरणे वमळतील. 

 
एक-अनेक संबधंामंध्ये एक-एक संबधंाचंा वगय, ववशषे महत्त्वाचा आहे. संख्येची व्याख्या करीत 

असताना एक-एक संबधंावंवषयी बोलण्याचा प्रसंग पभवीच येऊन गेला आहे, पण त्याचंी केवळ आकावरक 
व्याख्या मावहती असण्यापेक्षा त्याचं्याशी अवधक पवरचय होणे आवश्यक आहे. त्याचंी आकावरक व्याख्या 
एक-अनेक सबंंधावंरून देता येईल. ज्याचें व्यस्त संबंधसुद्धा, एक-अनेकच असतील, म्हणजे जे संबधं 
एक-अनेक आवण अनेक-एक असे दोन्ही आहेत ते एक-एक सबंधं, अशी व्याख्या करता येईल. एक-अनेक 
सबंधंाचंी व्याख्या पढुीलप्रमाणेही करता येईल: जर x चा y शी प्रस्तुत सबंधं असेल तर y शी तोच सबंधं 
असणरे x' हे दुसरे कोणतेही पद असभ शकणार नाही. ककवा पनु्हा त्याचंी अशीही व्याख्या करता येईल: x 
आवण x' ही दोन (विन्न) पदे वदली असता, x चा ज्याचं्याशी तो सबंधं असेल, ती पदे आवण x' चा ज्याचं्याशी 
तो संबधं असेल, ती पदे, यातं समाईक सदस्य असणार नाहीत. ककवा अशीही देता येईल: त्या संबधंाचा 
आवण त्याच्या व्यस्ताचा सापेक्ष गुणाकार म्हणजे अववकारी (Identity) संबंध येईल असा संबधं. [अ. टी. : x चा x 
शीच सबंंध असणे हे गवणताच्या दृष्टीने एक महत्त्वाचे फल आहे. त्याला अववकारी फल (ककवा सबंधं Identity function) म्हणतात.] “सापेक्ष 
गुणाकार (Relative product)” याचा अथय असा: R आवण S हे दोन सबंधं वदले असता, x चा y शी R- 
संबंध असभन y चा z शी S संबंध असेल तर x चा z शी जो संबधं असतो त्याला R आवण S याचंा साके्षप 
गुणाकार म्हणतात. उदाहरणाथय, R म्हणजे बापाचा मुलाशी असलेला संबंध घेतल्यास, R आवण त्याचा 
व्यस्त ह्याचंा सापेक्ष गुणाकार, x आवण z ह्याचं्यातील पढुील प्रकारचा सबंधं होईल: x हा y चा बाप असभन y 
हा z ना मुलगा असेल अथात x आवण z ह्या एकच व्यक्ती होत हे उघड आहे. याउलट जर आपण जन्मदाता 
(Parent) आवण अपत्य ह्याचं्यातील सबंधं घेतला तर, x हा y चा जन्मदाता आवण y हे z चे अपत्य असता, x 
आवण z ह्या एकच व्यक्ती असतील असे आपल्याला म्हणता येणार नाही, कारण त्यापंकैी एकजण y चा बाप 
तर दुसरी आई असभ शकेल. ह्यावरून, संबंध आवण व्यस्त ह्याचं्या सापेक्ष गुणाकारामुळे अववकारी संबधं 
वमळणे हे एक-अनेक संबंधाचें व्यवच्छेदक लक्षण आहे हे स्पष्ट होईल. एक-एक सबंंधात तर हे घडतेच, 
वशवाय त्याचा व्यस्त आवण तो याचं्या सापेक्ष गुणाकारामुळेसुद्धा अववकारी संबंध वमळतो. R हा संबधं वदला 
असता x चा y शी जर R- सबंधं असेल तर, x पासभन “R- पायरीने (R-step)” ककवा “R- सवदशाने (R- 
vector)” y प्राप्त झाला असे म्हणणे सोईचे होते. त्याच वळेी “उलट R- पायरीने (Backward)” y पासभन x 
वमळभ शकतो. मग एक-अनेक सबंधंाचे लक्षण आपण पढुीलप्रमाणे माडंभ  शकभ : प्रथम एकेक R-पायरी व नंतर 
एकेक उलट- R-पायरी, ह्या पद्धतीने गेल्यास आपण पनु्हा आरंि-कबदभपाशीच येतो. इतर सबंधंातं हे मुळीच 
शक्य नाही. उदाहरणाथय, R हा अपत्याचा जन्मदात्याशी संबंध घेतला तर R आवण त्याचा व्यस्त गुणाकार 
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याचं्या सापेक्ष गुणाकारामुळे “स्वतः, ककवा िाऊ ककवा बहीण” वमळेल. आवण R हा जर नातभ (वकवा नात) 
आवण आजी-आजोबा (Grandchild to Grandparent) असा सबंधं असेल, तर सापेक्ष गुणाकार “स्वतः, 
ककवा िाऊ, ककवा बहीण, ककवा चलुत, मावस, आते, मामे िाऊ ककवा बहीण” होईल. दोन सबंधंाचंा 
सापेक्ष गुणाकार सामान्यतः क्रमवनरपेक्ष (Commutative) नसतो हे लक्षात ध्याव.े म्हणजे R व S 
ह्याचंा सापेक्ष गुणाकार सामान्यतः S व R ह्याचं्या सापेक्ष गुणाकाराइतका असेलच असे नाही. 
उदा.– वडील आवण िाऊ ह्याचंा सापेक्ष गुणाकार म्हणजे काका होय, तर िाऊ आवण वडील 
याचंा सापेक्ष गुणाकार वडीलच होत. [पृ. ४८] 

 
एक-एक संबधंामुळे, पदाला पद ह्या पद्धतीने, दोन वगांतील एक सहसबंंध (Correlation) 

वमळतो. त्यामुळे कोणत्याही एका वगातील प्रत्येक पदाचा दुसऱ्या वगात एक सहसंबंधी (Correlate) 
असतो. दोन वगांत ज्या वळेी एकही समाईक सदस्य नसतो त्या वळेी असले सहसबंंध समजण्यास सवांत 
सोपे असतात. उदाहरणाथय, सवय पतींचा आवण सवय पत्नींचा सबंंध घेतल्यास, त्या वळेी, एखादे पद, 
त्याच्यापासभन R- सबंधं वनघतो, अशा प्रकारचे समजावयाचे की त्याच्यापयंत R सबंधं जातो, अशा प्रकारचे 
मानावयाचे, हे आपल्याला ताबडतोब कळते. ज्या पदापासून संबधं वनघतो त्याच्यासाठी संदियपद 
(Referent) हा शब्द आवण ज्याच्यापयंत सबंंध जातो त्याच्याकरता संबधंपद (Relatum) हा शब्द योजणे 
सोईचे ठरते. मग जर x आवण y हे पवत-पत्नी असतील तर “पवत” संबंधाच्या दृष्टीने x संदियपद आवण y 
संबंधपद होत, तर “पत्नी” सबंधंाच्या दृष्टीने y सदंियपद आवण x सबंधंपद होत. सबंधं आवण त्याचा व्यस्त 
याचं्या “वदशा (Senses)” ववरुद्ध आहेत असे म्हणभ. मग x पासभन y पयंत जाणाऱ्या सबंधंाची “वदशा”, y 
पासभन x पयंत जाणाऱ्या सबंधंाच्या ववरुद्ध राहते. संबंधाला वदशा असणे ही बाब मभलिभत असभन, सोईस्कर 
संबंधाचं्या साह्याने क्रम (Order) वनमाण करण्याच्या युवक्तवादामागचा तो एक िाग आहे. संबधंाच्या सवय 
संिाव्य संदियपदाचंा वगय म्हणजे त्या संबधंाचा प्रदेश असभन, सवय संिाव्य संबधंपदाचंा वगय हा व्यस्त प्रदेश 
आहे, हे लक्षात ध्याव.े [पृ. ४९] 

 
पण अनेकदा असे होते की, एखाद्या एक-एक संबधंाचे प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश हे एकमेकातं 

वमसळलेले असतात. उदाहरणाथय पवहल्या दहा सखं्या (0 वगळभन) ध्या. आवण प्रत्येकीत 1 वमळवा; मग 
पवहल्या दहा संख्याचं्या जागी आपल्याला पुढील संख्या वमळतील, 

 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. 

 
यातं आरंिीचा 1 कमी असभन, शवेटी 11 ची िर पडली आहे, इतके सोडल्यास, त्या पभवीप्रमाणेच आहेत. 
अद्यावपही यात दहाच संख्या आहेत: n शी n + 1 चा ह्या पद्धतीने त्याचंा पभवीच्या संख्याशंी सहसबधं 
जोडलेला आहे; तो एक-एक आहे. आता, आपल्या मभळच्या सखं्यातं 1 वमळवण्याऐवजी आपण त्याचंी दुप्पट 
केल्यास आपल्याला, 

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 
 
ह्या सखं्या वमळतात. येथे अद्यावपही पभवीच्या सचंातल्या, 2, 4, 6, 8, 10 ह्या पाच सखं्या आहेतच. ह्या 
प्रकारातील सहसंबधं म्हणजे संख्येचा वतच्या दुपटीशी असलेला संबधं होय; तोही पुनः एक-एकच आहे. 
ककवा आपण प्रत्येक संख्येचा वगयही करू शकतो. मग आपल्याला, 
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1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100. 
 

ह्या संख्या वमळतात. मात्र ह्या वळेी मभळच्या संचातल्या 1, 4, 9 ह्या तीनच संख्या रावहल्या आहेत. 
सहसंबधंाचें असे अनेक प्रकार वमळतील. 

 
वरील जातीचा सवांत मनोरंजक प्रकार म्हणजे ज्याचा व्यस्त प्रदेश हा प्रदेशाचा केवळ अंशच असेल 

असा एक-एक संबधं. प्रदेश पवहल्या दहाच संख्यापंुरता मयावदत न ठेवता जर आपण सवय ववग।मी संख्या 
घेतल्या तर वरील पद्धतीने ह्या प्रकारची उदाहरणे वमळतील. मभळच्या संख्या आवण त्याचं्या सहसंबवंधत 
संख्या, एकाखाली एक येतील अशा प्रकारे आपण त्या दोन रागंांत वलहभ. उदाहरणाथय, हा सहसंबंध, n चा n 
+ 1 शी असलेला सबंंध असेल तर [पृ. ५०] 

 
1, 2, 3,... n... 
2, 3, 4,... n+1 ... 

 
अशा दोन रागंा आपल्याला वमळतील. जर सहसंबधं म्हणजे संख्येचा वतच्या दुपटीशी असणारा संबधं असेल 
तर 
 

1, 2, 3,..., n,... 
2, 4, 6,..., 2n,... 

 
ह्या दोन रागंा वमळतील. जर सहसंबधं, संख्येचा वतच्या वगाशी असणारा संबधं असेल तर 

आपल्याला 
 

1, 2, 3,..., n,... 
1, 4, 9,..., n2,... 

 
अशा दोन रागंा वमळतील. ह्या सवय प्रकारातं वरच्या रागेंत सवय ववगामी संख्या येतात, पण खालच्या रागेंत 
मात्र त्यातल्या काही संख्याच येतात. 
 

ह्या प्रकारातं व्यस्त प्रदेश हे प्रदेशाचे “उवचत िाग (Proper part)” आहेत. वरील जातीचे प्रकार, 
ज्या वळेी आपण अनंताचा (Infinity) ववचार करू, त्या वळेी पुन्हा पाहाव ेलागतील. तभतय, असले प्रकार 
अस्स्तत्वात असभन, त्याचं्याकडे आपण लक्ष वदले पावहजे, इतके ध्यानात ठेवभ. 

 
सहसंबधंाचंा आणखी एक फार महत्त्वाचा वगय म्हणजे ज्यानंा “क्रमवशे” (Permutation) म्हणतात, 

त्याचंा वगय होय. त्यात प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश हे एकरूपच असतात. उदाहरणाथय, तीन वस्तभंच्या सहाही 
संिाव्य रचना घ्या: 
 

a,  b,  c 
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a,  c,  b 
b,  c,  a 
b,  a,  c 
c,  a,  b 
c,  b,  a 

 
यातंील प्रत्येक रचना दुसऱ्या कोणत्याही रचनेपासभन सहसंबधंाच्या पद्धतीने वमळवता येईल. 

उदाहणाथय, पवहली (a, b, c) आवण शवेटची (c, b, a) घ्या. येथे a चा c शी, b चा स्वतःशीच आवण c चा a 
शी सहसबंंध आहे. दोन क्रमवशेाचंा संयोग (Combination) म्हणजे पनु्हा एक क्रमवशेच आहे. म्हणजे सवय 
क्रमवशे वमळभन “गट (Group)” बनवतात. [पृ. ५१] 
 

ववववध प्रकारच्या सहसबंंधाचें ववववध प्रकारचे उपयोग आहेत. काहींचे कुठे तर काहींचे कुठे. 
गवणताच्या तत्त्वचचेच्या दृष्टीने मात्र एक-एक संबधंाचा सामान्य संबोध अत्यंत महत्त्वाचा आहे, हे आपण 
पभवीच काहीसे पावहलेच आहे. पण जसजसे आपण पढेु जाऊ तसतसे ते अवधक सखोलपणे पाहभ. त्याचं्या 
एका उपयोगाचा ववचार पुढच्याच प्रकरणात केला आहे. 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण ६ 
 

सांबांधाांतील साधर्मयय 
 
आपण दुसऱ्या प्रकरणात हे पावहले की, ज्या वळेी दोन वगय सदृश असतात म्हणजेच त्याचं्यात 

एक-एक संबंध असतो, (एक वगय त्या संबंधाचा प्रदेश तर दुसरा व्यस्त प्रदेश) त्या वळेी त्या वगांतील पदाचंी 
संख्या समान असते. अशा वळेी त्या दोन वगांत एक-एक सहसबंंध (Correlation) आहे असे आपण 
म्हणतो. [अ. टी. : एकदा ‘एक-एक सबंंध’ ही सजं्ञा एका कल्पनेकरता योजल्यानंतर वतच्याचकरता पुन्हा ‘एक-एक सहसबंंध’ ही सजं्ञा 
आणण्याचे कारण नाही. कारण नवीन काहीच सागंभन झालेले नाही.] [पृ. ५२] 

 

ह्या प्रकरणात आपल्याला दोन संबधंातंील संबधंाचंी व्याख्या करावयाची आहे. वगांतील सादृश्याचे 
जे कायय वगांच्या बाबतीत असते तेच कायय याचें आहे. ह्या संबधंाला आपण “संबंधामंधील सादृश्य 
(Similarity of relations)” म्हणभ; ककवा ज्या वळेी वगांकरता जो शब्द वापरतो त्या शब्दापेक्षा वनराळा शब्द 
वापरावयाचा असेल त्या वळेी त्याला “साधम्यय (Likeness)” असे म्हणभ. साधम्याची व्याख्या कशी 
करावयाची? 

 
अजभनही आपण सहसंबधंाच्या सबंोधाचाच अवलंब करणार आहोत: त्याचं्यातील एका संबधंाचा 

प्रदेश दुसऱ्या सबंंधाच्या प्रदेशाशी सहसंबवंधत असभन त्याचें व्यस्तप्रदेशही सहसंबवंधत आहेत, असे आपण 
मानणार आहोत; परंतु दोन संबंधातंील जो सारखेपणा आपल्याला अविपे्रत आहे, त्याकरता हे पुरेसे नाही. 
आपली अशी इच्छा आहे की, ज्यावळेी दोन पदामंध्ये त्यापंैकी एक संबधं घडभन येत असेल त्या वळेी त्याचं्या 
सह-संबवंधतामंध्ये दुसरा संबधं घडभन यावा. आपल्याला हव्या असलेल्या गोष्टीचे सवांत सोपे असे उदाहरण 
म्हणजे नकाशा. ज्या वळेी एक वठकाण दुसऱ्याच्या उत्तरेला असते 

 
अलीकडे याला एक-एक संगती (One-one Correspondance) असे म्हणतात. त्या वळेी 

त्याच्याशी सहसबंंवधत असलेले नकाशावरील वठकाण दुसऱ्या वठकाणाशी सहसंबंवधत असलेल्या 
वठकाणाच्या वर असते; ज्या वळेी एक वठकाण दुसऱ्याच्या पविमेला असते त्या वळेी त्या वठकाणाशी 
सहसंबवंधत असलेले नकाशावरील वठकाण दुसऱ्या वठकाणाशी सहसंबवंधत असलेल्या नकाशावरील 
दुसऱ्या वठकाणाच्या डावीकडे असते; इत्यादी. नकाशाची रचना (Structure) ज्या प्रदेशाचा तो नकाशा 
असतो त्याच्या रचनेशी सुसवंादी असते. [पृ. ५३] 
 

नकाशावरील अवकाशीय सबंंधाचे देशातील अवकाशीय संबंधाशी “साधम्यय” आहे. संबंधातंील या 
जातीच्या सबंंधाचंी व्याख्या आपल्याला करावयाची आहे. 

 
पवहली गोष्ट म्हणजे, आपण आपल्याला लािदायक असे एक बंधन घालभन घेऊ. साधम्याची 

व्याख्या करताना ज्या संबधंानंा “के्षत्र (Field)” असते; म्हणजे ज्याचंा प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश बनवता 
येतो, अशा संबधंाचंाच आपण ववचार करू. 
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हे नेहमीच असेल असे नाही. उदाहरणाथय, “प्रदेश” हाच संबधं, म्हणजे प्रदेशाचा संबंधाशी जो 
संबंध असेल, तो घ्या. ह्या संबंधाचा प्रदेश म्हणजे सवय वगय असतील. कारण प्रत्येक वगय हा कोणत्या तरी 
संबंधाचा प्रदेश असतोच, आवण त्याचा व्यस्त प्रदेश म्हणजे सवय संबधं होत. कारण प्रत्येक संबधंाला प्रदेश 
असतो. पण वगय आवण संबधं एकवत्रत करून नवीन असा एकच वगय बनवता येणार नाही. कारण ते विन्न 
तार्मकक “जातींचे (Type)” असतात. “जातीं” च्या अवघड वसद्धान्तात आपल्याला वशरण्याचे कारण नाही, 
पण त्याच्यात वशरावयाचे नाही असे ठरवत असताना आपण असे ठरवले आहे याची वनदान जाणीव असणे 
चागंले. ह्या प्रवतपादनाची कारणे देण्याच्या फंदात न पडता आपण इतकेच म्हणभ की, ज्या वळेी संबधं 
“एकवजनसी (Homogeneous)” असतो, म्हणजे त्याचा प्रदेश आवण व्यस्त प्रदेश हे एकाच तार्मकक 
जातीचे असतात त्या वळेेसच फक्त त्याला “के्षत्र (Field)” असते असे म्हणभ. “जात” म्हणजे काय याचा 
स्थभलमानाने उल्लखे करावयाचा तर आपण इतकेच म्हणभ की, व्यक्ती (Individuals), व्यक्तींचे वगय, 
व्यक्तींमधील सबंधं, वगांतील सबंधं, वगांचे व्यक्तींशी सबंधं, इत्यादी सवांच्या जाती विन्न आहेत. एकवजनसी 
नसणाऱ्या सबंंधानंा साधम्याचा संबोध लागभ करण्याने फार उपयोग होत नाही; म्हणभन साधम्याची व्याख्या 
करताना वदलेल्या संबधंातंील एकाच्या केवळ “के्षत्रा” चा उल्लखे करून आपण आपला प्रश्न सोपा करू. 
ह्यामुळे व्याख्येच्या व्यापकतेवर काहीसे बंधन पडते, पण त्या बधंनाला व्यावहावरक महत्त्व ववशषे नाही, 
आवण एकदा माडंल्यानंतर ते ध्यानात ठेवण्याची जरुरीही नाही. P आवण Q हे दोन संबधं वदले असता जर S 
हा एक-एक संबधं असा असेल की, त्याचा प्रदेश म्हणजे P चे के्षत्र आवण व्यस्त प्रदेश म्हणजे Q चे के्षत्र 
असेल, आवण त्यातील एका पदाचा दुसऱ्याशी P-संबंध असता त्याच्या सहसंबवंधताचा दुसऱ्याच्या 
सहसबंवंधताशी Q - सबंधं असेल (व उलट = Vice versa) [अ. टी. : Vice versa ला मराठीत पयाय नाही म्हणभन ‘व 

उलट’ हा शब्दप्रयोग अमलात आणीत आहोत. Vice versa हा शब्दप्रयोग अनेकदा येणे सिंवते.] तर P आवण Q हे “सदृश” आहेत 
ककवा त्याचं्यामध्ये “साधम्यय” आहे असे म्हणभ. आकृतीवरून हे स्पष्ट होईल. 

 

 
 

ज्यामंध्ये P- सबंधं आहे अशी x आवण y ही पदे घ्या. मग x चा आवण y चा ज्याचं्याशी S हा सबंधं 
असेल अशी z आवण w (अनुक्रमे) ही पदे घ्या; मात्र z आवण w याचं्यात Q हा सबंधं असावा. जर x आवण y 
अशा प्रत्येक जोडीकरता असे घडत असेल, तसेच z आवण w ह्या जोडीकरता उलट (S च्या दृष्टीने) घडत 
असेल तर हे उघड आहे की, ज्या क्षणी P हा संबधं वसत असेल त्याच्या संगत (Corresponding) अशा 
क्षणी Q हाही सबंधं राहील व उलट (Vice versa); आपल्या व्याख्येमुळे ह्याच गोष्टीची शाश्वती वमळावी अशी 
आपली इच्छा आहे. पुढील वववचेनामुळे व्याख्येच्या वरील स्थभल आराखड्ातील पनुरुक्ती टाळता येईल. 
वरील अटी प्रत्यक्षात आल्यास P हा संबंध म्हणजे, S, Q आवण (पनुः) S चा व्यस्त, ह्याचंा संबंधात्मक 
गुणाकार होय. [अ. टी. : प्रथम P आवण नंतर Q असे सबंंध असता प्रचवलत गवणतात त्याचंा सबंंधात्मक गुणाकार Q·P असा दाखवतात. P चा 
व्यस्त सबंंध P-1 ने (वाचन P व्यस्त - P inverse) दाखवतात. येथे लेखकाला P=S-1. Q·S असे म्हणावयाचे आहे. परंतु S-1 · (Q·S) = (S-1· Q) · 
S हा ( साहचयय वनयम) प्रस्थावपत केलेला नाही. त्यापेक्षा “Q·S = S·P असाव”े असे माडंणे योग्य. (अशा वळेी प्रस्तुत आकृती क्रमवनरपेक्ष 
(Commutative) आहे असे म्हणतात.)] x पासभन y पयंत P - पायरी घेण्याऐवजी आपण क्रमशः x पासभन z पयंत S 
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पायरी, z पासभन w पयंत Q पायरी आवण w पासभन y पयंत उलट-Sपायरी घेऊ शकतो. तेव्हा आपण 
खालील व्याख्या माडंभ : वर, P आवण Q हे दोन सबंधं असभन S ह्या एक-एक सबंधंाचा प्रदेश P, आवण व्यस्त 
प्रदेश Q असेल आवण जर P हा, S, Q आवण S चा व्यस्त, ह्याचंा सबंधंात्मक गुणाकार असेल तर S ला P 
आवण Q ह्याचंा “सहसंबंधक (Correlatar)” ककवा “क्रवमक (Ordinal) सहसंबधंक” म्हणतात. [पृ. ५४] 

 
P व Q ह्या दोन संबधंाचंा वनदान एक तरी सहसंबधंक असेल तर P आवण Q “सदृश” आहेत ककवा 

त्याचं्यात “साधम्यय (Likeness)” आहे असे म्हणतात. 
 

ह्या व्याख्यातं आपल्याला आवश्यक असलेले सवय काही आले असल्याचे आढळभन येईल. 
 
ह्यावरून असे वदसभन येईल की, ज्या वळेी दोन संबंध सदृश असतात त्या वळेी त्या दोघातंील धमय 

समान असभन ते, त्याचं्या के्षत्रातंील पदावंर प्रत्यक्षपणे अवलंबभन नसतात. उदाहरणाथय, एकात विन्नत्व 
(Diversity) अविपे्रत असेल तर तसे ते दुसऱ्यातही असतेच; जर एक संक्रमणीय असेल तर दुसराही 
संक्रमणीयच असतो. जर एक सलंग्न (Connected) असेल तर दुसराही सलंग्नच असतो. म्हणभन, 
त्यातंील एक जर मावलका-सबंंध असेल तर दुसराही तसाच असणार. तसेच जर एक, एक-अनेक ककवा 
एक-एक असेल तर दुसराही (अनुक्रमे) एक-अनेक ककवा एक-एक असेल. याप्रमाणे संबंधाचं्या सवय, 
सवयसामान्य धमांच्या बाबतीत म्हणता येईल. इतकेच काय, पण एका संबंधाच्या के्षत्रातील प्रत्यक्ष 
पदासंंबधंींच्या ववधानाचेंसुद्धा दुसऱ्या संबधंाववषयीच्या तशाच प्रकारच्या ववधानातं िाषातंर करता येईल; 
कदावचत दुसऱ्या सदृश सबंंधावंवषयीच्या त्या ववधानानंा अथय नसेल. हे ववचार आपणाला गवणती 
तत्त्वज्ञानातील एका महत्त्वाच्या प्रश्नाकडे नेतात. मात्र आजवर त्याचे महत्त्व पुरेसे ओळखले गेले नव्हते. 
आपला हा प्रश्न पढुीलप्रमाणे माडंता येईल. [पृ. ५५] 

 
वजचे व्याकरण आवण वाक्यरचनेचे वनयम मावहती आहेत पण शब्दसंग्रह मावहती नाही अशा 

िाषेतील एखादे ववधान वदले असता, अशा ववधानाचे सिंाव्य अथय कोणते व ते ववधान सत्य होईल असे त्या 
शब्दाचें संिाव्य अथय कोणते? 
 

हा प्रश्न महत्त्वाचा आहे याचे कारण असे: त्याच्यामुळे वनसगाववषयीचे आपले ज्ञान, आपण समजतो 
त्यापेक्षा पुष्ट्कळच अचभकपणे व्यक्तवले जाते. आपल्याला हे मावहती आहे की, वववशष्ट शास्त्रीय प्रववधाने- 
बहुतेक प्रगत शास्त्रातं ती गवणती प्रतीकाचं्या साह्याने व्यक्तववली जातात- थोड्ाफार अंशाने जगाला लागभ 
पडणारी असतात. पण ह्या प्रववधानातंील पदाचं्या अथाच्या ववचरणामुळे (Interpretation) आपला गोंधळच 
होण्याची शक्यता जास्त. आपल्याला (क्षणिर जुन्या पद्धतीने शब्द वापरावयाचे तर) प्रत्यक्ष वस्तभंपेक्षा 
(Matter) त्याच्या आकारा (Form) ववषयीचेच ज्ञान अवधक असते. पवरणामतः ज्या वळेी आपण एखादा 
वनसगय वनयम प्रवतपादतो त्या वळेी आपल्याला जर काही मावहती होत असेल तर ते खरोखर इतकेच की तो 
वनयम बह्वशंी सत्य होऊ शकेल असा एखादा अथय त्यातील संज्ञाचंा असणे संिवनीय आहे. त्यामुळे पुढील 
प्रश्नाला खभप महत्त्व येते: ज्या पदाचें केवळ व्याकरण आवण वाक्यरचनेचे वनयम मावहती आहेत पण ज्याचंा 
स्पष्ट असा अथय मावहती नाही अशा पदाचं्या रूपात व्यक्त केलेल्या वनयमाचे कोण-कोणते अथय संिवतंात? 
वर सुचवलेला प्रश्न हाच आहे. 
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सध्या आपण ह्या व्यापक प्रश्नाकडे दुलयक्ष करू. त्याचा ववचार आपल्याला नंतर करावा लागणारच 
आहे; साधम्याच्या प्रश्नाचाच आणखी परामशय प्रथम घेतला पावहजे. 

 
दोन सदृश संबधं, त्याचंी के्षते्र ज्या पदापंासभन घडलेली आहेत त्याच पदापंासभन घडलेली असल्याने 

इतर दृष्टीने त्याचें धमय समानच असतात; हे लक्षात घेता वदलेल्या संबंधाशंी सदृश्य असलेल्या सवय संबंधानंा 
एकवत्रत करणारी एखादी पवरिाषा असणे इष्ट ठरते. वदलेल्या वगाशी सदृश असणाऱ्या वगांच्या संचाला 
जसे आपण त्या वगाची “सखं्या” म्हटले, तसेच वदलेल्या सबंधंाशंी सदृश्य असणाऱ्या सबंधंाच्या वगाला त्या 
संबंधाची “संख्या” असे आपण म्हणभ शकतो. पण वगांच्या संख्येशी होणारा घोटाळा टाळण्याकरता आपण 
सदृश्य संबंधावंवषयी बोलतान “संबधं-संख्या ककवा संबंधाकं (Relation- number)” असे म्हणभ. मग 
आपल्याला पुढील व्याख्या वमळते: [पृ. ५६] 
 

वदलेल्या संबधंाशी सदृश असणाऱ्या सवय संबंधाचंा वग म्हणजे त्या संबधंाची “संबंध-संख्या” ककवा 
“संबंधाकं” होय.  
 

“संबंध-संख्या” (अनेकवचन) म्हणजे जे ववववध संबंधाचें संबंधाकं आहेत, अशा, संबंधाचं्या सवय 
वगांचा संच होय: म्हणजेच वनराळ्या शब्दातं संबंध - संख्या म्हणजे एखाद्या संबधंाशी सदृश अशा सवय 
संबंधाचंा वगय होय. 
 

संबंध–संख्याशंी कोणताही घोटाळा होणार नाही अशाप्रकारे ज्या वळेी आपणाला वगांच्या 
संख्याचं्या बाबतीत बोलावयाचे असेल त्या वळेी त्यानंा आपण प्रधानाकं (Cardinal number) ककवा 
गणनाकं म्हणभ. तेव्हा, प्रधानाकं म्हणजे वगांच्या संख्या होत. ह्यामंध्ये दैनंवदन जीवनातल्या पुणांकाचंाही 
अंतिाव होतो आवण काही अनंत संख्याचंाही (ह्याबद्दल आपण नंतर बोलभ  ) अंतिाव होतो. ज्या वळेी आपण 
कोणत्याही ववशषेणावशवाय “संख्या” असे म्हणभ तेव्हा आपल्याला प्रधानाकंच अविपे्रत आहेत असे समजाव.े 
प्रधानाकंाची व्याख्या पुढीलप्रमाणे आहे हे लक्षात असेलच:–  
 

एखाद्या वगाचा प्रधानाकं म्हणजे त्या वगाशी सदृश असलेल्या सवय वगांचा संच होय. 
 

संबंध -संख्याचें सवांत स्वािाववक असे उपयोजन (Application) मावलकामंध्ये आढळते. दोन 
मावलकाचंी सबंधं- सखं्या ज्या वळेी एकच असते त्या वळेी त्या सारख्याच दीघय आहेत असे मानता येईल. 
दोन सान्त मावलकाचं्या के्षत्राचें प्रधानाकं ज्या वळेी एकच असतील त्या वळेी, आवण फक्त त्याचवळेी, त्याचं्या 
संबंध- संख्या सारख्या असतील म्हणभन ज्या मावलकेत (समजा) १५ पदे आहेत, वतची संबंध -संख्या १५ 
पदे असलेल्या कोणत्याही मावलकेइतकी असेल; पण १४ ककवा १६ पदे असलेल्या कोणत्याही 
मावलकेइतकी असणार नाही; आवण अथातच जो संबंध मावलकारूप नसेल अशा कोणत्याही संबंधाच्या 
संबंधसंख्येइतकेच असणार नाही. तेव्हा, सान्त मावलकाचं्या या ववशषे प्रकारात प्रधानाकं आवण संबंध- 
संख्या यातं सारखेपणा आढळतो. मावलकानंा लागभ पडणाऱ्या संबंध- संख्यानंा “मावलका - अंक (Serial 
number)” म्हणता येईल. (ज्यानंा सवयसाधारणतः क्रवमक संख्या म्हटले जाते, त्या ह्याचंा उपवगय म्हणभन 
राहतील); वदलेला मावलका-अंक धारण करणाऱ्या के्षतातील पदाचंा प्रधानाकं मावहती असता सान्त 
मावलका-अंक वनवित करता येतो. जर n हा सान्त प्रधानाकं असेल तर n पदे असणाऱ्या मावलकाचं्या 
संबंध-संख्येला क्रवमक संख्या n म्हणतात. (अनंत क्रवमक सखं्याही असतात पण त्याचंा ववचार आपण नंतर 
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करू). ज्या वळेी एखाद्या मावलकेच्या के्षत्रातील पदाचंा प्रधानाकं अनंत असतो, त्या वळेी त्या मावलकेची 
संबंध -संख्या केवळ त्या प्रधानाकंामुळे ठरत नाही. खरे तर, एकच अनंत प्रधानाकं असणाऱ्या असंख्य 
संबध-संख्या असतात. ह्याचा ववचार आपण अनंत मावलकेच्या वळेी करू. ज्या वळेी मावलका अनंत असते 
त्या वळेी वतची “लाबंी” म्हणजे वतची संबधं-संख्या, ही वतचा प्रधानाकं न बदलताही बदलभ शकेल; पण 
सान्त मावलकाचं्याबाबतीत हे होऊ शकत नाही. [पृ. ५७]  
 

संबंध–संख्यामंध्ये, तसेच प्रधानाकंामंध्येही आपण बेरीज आवण गुणाकार याचं्या व्याख्या करू शकभ , 
आवण संबंध-संख्याचें एक गवणतच वनमाण करू शकभ . हे कसे करावयाचे ते मावलकाचंा ववचार करून पाहता 
येईल. उदारणाथय असे समजा, की परस्परातं वमसळणाऱ्या दोन मावलकाचं्या संबंधाकंाचंी बेरीज ही 
बेरीज-मावलकेच्या संबंधाकंाएवढी होईल, अशा तऱ्हेने आपल्याला दोन मावलकाचं्या बेरजेची व्याख्या 
करावयाची आहे. 
 

प्रथमतः एक गोष्ट स्पष्ट आहे की, दोन मावलकापं्रमाणेच येथेही क्रम आहे; ह्या मावलकापंैकी एक 
दुसरीच्या आधी माडंली पावहजे. म्हणजे मावलकानंा जन्म देणारे P आवण Q हे जर त्या मावलकाचें 
जनक-संबंध असतील, तर त्यातं P हा Q च्या आधी येईल अशा रीतीने त्याचंी बरेीज घेतली पावहजे. ह्या 
त्याचं्या बेरजेत, P च्या के्षत्रातील प्रत्येक घटक, Q च्या के्षत्रातील प्रत्येक घटकाच्या आधी आला पावहजे. 
म्हणजे P आवण Q ह्याचं्या बरेजेचा जो मावलका सबंधं असेल तो कळेल. केवळ “P ककवा Q” असे म्हणभन 
चालणार नाही, तर “P ककवा Q ककवा P च्या के्षत्रातील कोणत्याही पदाचा Q च्या के्षत्रातील कोणत्याही 
पदाशी असलेला संबंध”, असे सागंाव ेलागेल. P आवण Q परस्परातं वमसळत नाहीत हे मान्य केल्यास हा 
संबंध मावलकारूप होइल. पण “P ककवा Q” हा सबंधं सलंग्न नसल्याने मावलकासबंधं होणार नाही, कारण 
तो P च्या के्षत्रातील कोणताही घटक आवण Q च्या के्षत्रातील कोणताही घटक ह्याचं्यात वसत नाही. तेव्हा 
दोन संबंधाचं्या बेरजेची व्याख्या करण्याकरता आपल्याला, वर व्याख्या केल्याप्रमाणे P आवण Q याचंी 
बेरीज लागेल. गुणाकार आवण घात ह्याचं्याकरताही असेच बदल कराव े लागतील. ह्यापासभन वमळणारे 
गवणत क्रमवनरपेक्षतेचे वनयम पाळणार नाही. दोन संबंधाकंाचंा गुणाकार ते कोणत्या क्रमाने घेतले आहेत 
यावर साधारणतः अवलंबभन राहील, मात्र ते साहचयय-वनयम, एक ववतरण वनयम आवण घाताचें दोन वनयम 
पाळतात. तेही केवळ मावलका-अंकापंुरतेच नव्हते, तर अवधक व्यापक संबंधाकंाचं्या बाबतीतही पाळले 
जातात. संबधं-गवणत हे जरी खरोखर आधुवनक असले तरी ती अत्यतं महत्त्वाची अशी गवणताची एक 
शाखा आहे. [पृ. ५८]  

 
सादृश्याची कल्पना मावलकानंा अगदी सहज लागभ पडते एवढ्यावरून, वतचे महत्त्वाचे इतर काही 

उपयोग नाहीतच असे समजण्याचे कारण नाही. नकाशाचंा उल्लखे आपण पभवीच केला आहे. आवण या 
उदाहरणावरून आपल्या ववचाराचंी कक्षा वाढवभन ते आपण िभवमतीलाही लागभ करू शकतो. जर एखाद्या 
पदसंचाला लागभ करावयाच्या िभवमतीची संबंध- व्यवस्था दुसऱ्या पदसंचाच्या संबंध-व्यवस्थेच्या सदृश 
करून माडंता येत असेल तर, गवणती दृष्टीने दोन्ही पदसचंाचं्या िभवमती ह्या अविन्न असतील. म्हणजे ते दोन 
पदसंच वगेळे आहेत एवढी बाब वगळता त्याचंी सवय प्रमेये एकसारखीच असतील. ४ र्थया प्रकरणात ज्याचे 
वववचेन आपण केले आहे त्याप्रकारच्या संबंधाचे म्हणजे ज्याला मध्यस्थ म्हटले आहे त्या- संबंधाचे 
उदाहरण घेऊन पाहभ. आपण तेथे असे पावहले की जर एखाद्या वत्रपद संबंधाजवळ काही वववशष्ट तावत्त्वक 
धमय असतील तर त्याचं्यापासभन मावलका वमळते. आवण त्या संबधंाला आपण “दरम्यानता संबधं” म्हणभ 
शकतो. कोणतेही दोन कबदभ वदले असता, त्या कबदभमुळे वमळणाऱ्या सरळ रेषेची व्याख्या करण्याकरता 
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आपण दरम्यानता सबंधंाचा उपयोग करू शकतो. a, b आवण a व b ह्यामंध्ये कोणत्याना कोणत्या क्रमाने 
दरम्यानता संबंध अस्स्तत्वात असेल असे सवय x कबदभ, यानंी ती बनलेली असते. O. Velben ह्याने असे 
दाखवले आहे वक आपला सवय अवकाश, हा दरम्यानता ह्या वत्रपद संबधंाचे के्षत्र मानण्यास हरकत नाही. 
आवण दरम्यानता संबंधाला आपण देत असलेल्या गुणधमांच्या साहाय्याने आपली िभवमती व्याख्यात करत 
येईल. [ले. टी. : हे, लंबवृत्तीय (Elliptic) अवकाशानंा लागभ पडत नाही; येथे सरळ रेषा ही वववृत (Open) मावलका आहे अशाच अवकाशानंा 
लागभ पडते. J. W. A. Young ह्यानंी सपंावदत केलेले Modern Mathematics पृ. ३ ते ५१ पाहा O. Veblen ह्यानंी “The Foundations of 
Geometry” ह्या ववषयावर वलवहलेला एक-ववषय वृत्तातं (Monograph) पाहा.] आता ज्याप्रमाणे वद्वपद सबंधंामंधील सादृश्याची 
व्याख्या करता येते तशी वत्रपद सबंधंामंध्येही करता येई. B आवण B' हे दरम्यानता सबंधं असभन “xB(y,z)” 
म्हणजे “B ह्या संबंधाच्या दृष्टीने x हा y आवण z ह्याचं्या दरम्यान आहे” असे समजभ. जर B चे के्षत्र S चा 
व्यस्त प्रदेश असेल आवण जर पवहल्या प्रकारच्या पदाचं्या S सहसबंवंधतामंध्ये B' हा सबंधं असता त्या 
पदामंध्ये B हा संबंध असेल तर आवण तरच आपण S ला B आवण B' ह्याचंा सहसंबधंक म्हणभ. आवण ज्या 
वळेी B चा B' बरोबर एक तरी (असा) सहसबंधंक असेल त्या वळेी B हा B' शी सदृश आहे असे आपण 
म्हणभ. ज्या वळेी B, B' शी सदृश असेल त्या वळेी B ने जवनत (Generated) केलेली िभवमती व B' ने जवनत 
केलेली िभवमती यात काहीही िेद असणार नाही हे वाचकानंा सहज उमजभन येऊ शकेल. [पृ. ५९] 
 

ह्यावरून असे म्हणता येते की कबदभ, रेषा आवण प्रतल ह्याचं्या अंगिभत गुणाचं्या बाबतीत गवणतज्ञाने, 
मग तो प्रयुक्त (Applied) गवणतज्ञ म्हणभन ववचार का करीत असेना, लक्ष देण्याचे कारण नाही. ज्याचंी 
व्याख्या करण्याचा प्रश्न येत नाही असे िभवमतीतले काही िाग पुष्ट्कळ अंशी सत्य असल्याबद्दल अनुिववक 
(Empirical) पुरावा आहे. पण “कबदभ” म्हणजे काय असाव ेह्याववषयी कोणताही आनुिववक पुरावा नाही. 
कबदभ म्हणजे, आपले वसद्धान्त (Axiom) शक्य तेवढी पाळील असे काही तरी असेल म्हणजे झाले. त्याने 
“अगदी सभक्ष्म” ककवा “अंगरवहत (Without parts)” असण्याचे कारण नाही. जोवर ते कबदभ वसद्धान्ताचें 
पालन करीत आहे तोवर तो अमुक प्रकारचा आहे ककवा नाही याकडे लक्ष देण्याचे कारण नाही. आपल्या 
अनुिवजन्य सामग्रीमधभन आपले िौवमवतक वसद्धातं पाळणारी वस्तु-मग ती वकती का स्क्लष्ट असेना- आपण 
जर घडवभ शकलो तर वतला “कबदभ” म्हणणे हे पभणय वैध ठरेल. मात्र वववधदृष्ट्ट्या ज्याला कबदभ म्हणता येईल 
असे दुसरे काहीच असभ शकणार नाही, असे आपल्याला म्हणता येणार नाही; “आम्ही तयार केलेली वस्तभ 
िभवमवततज्ज्ञाचं्या दृष्टीने पुरेशी आहे, असल्या अनेक वस्तभंपैकी ती एक असेल. आवण त्यातंील कोणतीही 
एखादी वस्तभ पुरेशी ठरेलही. पण तो प्रश्न आमचा नाही; कारण िभवमतीची व्याख्या करावयाचा प्रश्न 
उद िवत नसल्याने िभवमतीतील अनुिववक सत्य प्रस्थावपत करण्यास ती वस्तु समथय आहे” इतकेच आपण 
म्हटले पावहजे.  
 

गवणताच्या दृष्टीने आवण पुष्ट्कळ अंशी िौवतक शास्त्राचं्या दृष्टीने आपल्या पदाचं्या अंगिभत स्वािाववक 
गुणानंा महत्त्व नसभन त्याचं्या परस्पर तार्मकक सबंधंानंा महत्त्व असते, ह्या सवयसाधारण तत्त्वाचे, हे एक 
उदाहरण आहे.  

 
सदृश्य संबंधाचंी “रचना (Structure) “एकच आहे असे आपण म्हणभ. गवणताच्या दृष्टीने (जरी शुद्ध 

तत्त्वज्ञानाच्या दृष्टीने नसला तरी) संबंधाचंा महत्त्वाचा गुण म्हणजे त्याचंा अगंिभत स्विाव नसभन ज्या 
पवरस्स्थतीत ते वसत असतात ती पवरस्स्थती होय. ज्याप्रमाणे समान व्याप्ती असणाऱ्या ववववध कल्पनाचं्या 
साह्याने एकाच वगाची व्याख्या करता येते-उदाहरणाथय “मनुष्ट्य” आवण “पंखववरवहत वद्वपाद”,- 
त्याचप्रमाणेच संबोधाच्या दृष्टीने विन्न असे संबंधही एकाच पवरस्स्थतीत उद िवभ शकतात. ज्या “प्रसंगात” तो 
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संबंध अस्स्तत्वात असतो तो प्रसंग म्हणजे, दोन पदे आवण ज्यामुळे त्यातंील एक आधी आवण दुसरे नंतर 
येईल असा काही क्रम होय; अथात त्यातंील पवहल्याशी दुसऱ्याचा प्रस्तुत संबधं असेल अशी ही दोन पदे 
असावीत. उदाहरणाथय “वपतृत्व” संबंध घ्या: ह्या संबधंाच्या “व्याप्तीची (Extension)” व्याख्या, आपल्याला 
x हा y चा वपता असेल अशा (x, y)ह्या सवय क्रवमत (Ordered) जोड्ाचंा वगय, अशी करता येईल. गवणती 
दृष्टीने “वपतृत्व” संबधंाच्या दृष्टीने महत्त्वाची एकच बाब म्हणजे त्यामुळे क्रवमत जोड्ाचा संच वनवित होतो 
ही होय. सवयसाधारणपणे बोलायचे तर आपण पुढीलप्रमाणे ववधान करू:– [पृ. ६०] 
 

एखाद्या सबंधंाची “व्याप्ती” म्हणजे x चा y शी प्रस्तुत सबंधं असेल अशा (x, y) ह्या सवय क्रवमत 
जोड्ाचंा वगय होय.  

 

 

अमभतीकरणाच्या प्रवक्रयेत आपण आणखी एक पायरी पुढे जाऊ आवण “रचना” ककवा “वास्तु 
(Structure)” म्हणजे काय त्याची व्याख्या करू. कोणताही संबधं वदला असेल आवण तो काहीसा सोपा 
[अ.टी. : गवणती अमभतीकरणाच्या दृष्टीने “सोपा” हा शब्द वनरथयक आहे. लेखकाने वणयन केल्याप्रमाणे कोणत्याही सबंंधाचे वचत्र काढणे तत्त्वःत 
शक्य आहे.] असेल तर आपण त्याची आकृती काढभ शकतो. सोईकरता आपण a, b, c, d, e ही पाच पदे ती 
कोणतीही पदे असोत-असलेला आवण ab, ac, ad, bc, ce, dc, de ह्या जोड्ा असलेला संबंध घेऊ. 
एका प्रतलात पाच कबदभ घेऊन सोबतच्या आकृतीत दाखवल्याप्रमाणे ते बाणानंी जोडभन आपण ह्या सबंधंाचे 
वचत्र तयार करू शकतो. ह्या वचत्रामुळे जे काही समजभन येते त्यालाच वदलेल्या संबंधाची वास्तभ असे आपण 
म्हणभ.  

 
संबंधाचे के्षत्र घडववणाऱ्या वववशष्ट पदावंर संबधंाची वास्तभ अवलंबभन नसणार हे स्पष्ट आहे. वास्तभ न 

बदलता के्षत्र बदलता येईल आवण के्षत्र न बदलता वास्तु बदलता येईल-उदाहरणाथय, वरील उदाहरणात 
आपण ae ही जोडी वाढवली तर आपण वास्तभ बदलली असे होईल पण के्षत्र बदलणार नाही. ज्या वळेी दोन 
संबंधाकंरता एकच वचत्र चालभ शकेल त्यावळेी त्याचं्या “वास्तभ” एकच आहेत असे आपण म्हणभ - ककवा 
त्यातंील एक दुसऱ्याचे वचत्र आहे असे म्हणता येईल. (प्रत्येक संबंध हा स्वतःचे वचत्र असतोच.) आवण 
केवळ क्षणिर जरी दृष्टी टाकली तरी असे वदसभन येईल की आपण ज्याला “सादृश्य” असे म्हणतो तेच हे 
आहे. म्हणजे जे दोन सबंधं सदृश आहेत म्हणजेच ज्याचंा सबंधंाकं एक आहे त्याचं्या वास्तभही एकच 
असतात. आपण ज्याला संबधंाकं म्हणतो तोच काहीसा संवदग्धपणे वास्तभ या शब्दाने सुचववला जातो. हा 
शब्द अत्यंत महत्त्वाचा असभनही तो वापरणाऱ्यानंी यताथय स्वरूपात (आमच्या मावहतीप्रमाणे) त्याची व्याख्या 
केलेली नाही. [पृ. ६१] 
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वास्तभ कल्पनेच महत्त्व आवण ती वमळववण्यामागील अडचणी जाणभन घेतल्या असत्या तर पारंपवरक 
तत्त्वज्ञानातील पुष्ट्कळसे अंदाज (Speculation) टाळता आले असते. उदाहरणाथय, असे म्हणतात की 
अवकाश आवण काळ हे व्यवक्तसापेक्ष (Subjective) आहेत. पण त्यानंा वस्तुवनष्ठ अगें आहेत; ककवा 
अवलोवकत घटना (Phenomena) ह्या व्यवक्तसापेक्ष आहेत. पण या त्यातंील वस्तभंमुळे घडतात आवण 
त्याचं्यातील अतंगयत (Iner se) िेदामुंळेच त्याचं्यामुळे घडणाऱ्या घटनामंध्येही आनुषंवगक िेद राहतात. 
अशा तऱ्हेची गृहीत जेथे स्वीकारली जातात तेथेच असे साधारणतः मानले जाते की वस्तुवनष्ठ अंगावंवषयी 
आपल्याला फारच थोडे ज्ञान होऊ शकेल. प्रत्यक्षात झालेली सृष्टीची मात्र, जर माडंलेले गृहीत बरोबर 
असेल तर वस्तुवनष्ठ अंगामुंळे वनमाण रचनासुद्धा अववलवकत सृष्टीच्या रचनेप्रमाणेच असेल आवण त्यामुळे 
अवलोवकत घटनाचं्या बाबतीत सत्य असलेल्या सवय प्रमेयाचं्या सत्यतेवरून अमभतय पदाचं्या रूपातं 
माडंलेल्या प्रमेयाचंी सत्यतासुद्धा अनुमावनत करता येईल. जर अवलोवकत घटनासषृ्टी वत्रवमती असेल तर, 
वतच्यामागील सृष्टीसुद्धा वत्रवमतीच असेल; जर अवलोवकत घटनासृष्टी युस्क्लडीय असेल तर दुसरी सृष्टीही 
तशीच असेल; इत्यादी. थोडक्यात, ज्याला काही म्हणण्यासारखा अथय असेल असे प्रमेय एक तर दोन्ही 
सृष्टींत सत्य राहील ककवा दोन्ही सृष्टींत असत्य राहील; जर काही फरक असलाच तर, तो केवळ नेहेमी 
शब्दजंजाळ वनमाण करणाऱ्या आवण वणयनात गोंधळ उत्पन्न करणाऱ्या, मभळ घटकातंील िेदामुंळेच असला 
पावहजे आवण शास्त्राच्या दृष्टीने तो अप्रस्तुत आहे. आता, अवलोवकत सृष्टीला दभषण देण्यामागे तत्त्वज्ञान्याचंा 
जो काही हेतभ आहे, तो एकच: स्वतःला आवण इतरानंाही, त्यानंा असे दाखवायचे असते की खरे जग हे 
दृश्य जगापेक्षा फार वनराळे आहे. त्यानंा हव े असलेले प्रमेय वसद्ध करण्याच्या त्याचं्या हेतभबद्दल आपण 
सहानुिभती बाळगभ. पण त्याचं्या यशाबद्दल त्याचें अविनंदन करता येणार नाही. खरे म्हणजे त्याचं्यातंील 
बरेचजण अवलोवकत घटनाचंी वस्तुवनष्ठ अंगे प्रवतपादन करीत नाहीत, आवण त्यामुळे ती वरील 
युवक्तवादातभन सुटतात. जे असे प्रवतपादन करतात ते, बहुधा, ह्याववषयी मौन पाळतात, बह्वशंी त्याचें 
त्यानाच असे वाटत असाव ेकी जर आपण ह्याचा पाठपुरावा केला तर कदावचत, खरे जग आवण अवलोवकत 
जग ह्यामंध्ये फारच सलोखा (Rapproachment) वनमाण होईल. जर त्यानंी ह्या गोष्टीचा पाठपुरावा केला 
तर आपण सुचववत असलेल्या वनष्ट्कषाप्रत येण्याचे टाळणे त्यानंा अवघड होईल. यासंबंधात आवण इतरही 
काही बाबतीत वास्तभ ककवा संबंधाकंाची कल्पना महत्त्वाची आहे. [पृ. ६२] 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण ७ 
 

वास्तव आणि सांणमश्र सांखया 
 
आतापयंत आपण प्रधानाकं (Cardial numbers) आवण संबंधाकंाचंी व्याख्या कशी करावयाची ते 

पवहले. ज्यानंा क्रवमक संख्या म्हणतात त्या संख्या म्हणजे संबंधाकंाचें ववशषे प्रकार होत. ह्या दोन्ही 
प्रकारच्या संख्या, अनंत असभ शकतात, तसेच सान्तही असभ शकतात, असे वदसभन येईल, पण ह्यापंैकी 
कोणत्याही प्रकारात, तभतय तरी, आपल्याला अवधक पवरवचत असलेल्या संख्याचं्या कल्पनेपयंत म्हणजे ऋण 
संख्यापंयंत ककवा अपभणांकयुक्त (Fractional) संख्या ककवा अपवरमेय (Irrational) सखं्या ककवा सवंमश्र 
(Complex) संख्यापंयंत ववचार गेलेला नाही. प्रस्तुत प्रकरणात आपण संख्याचं्या ह्या ववववध प्रकारच्या 
ववस्ताराचं्या तार्मकक व्याख्या थोडक्यात देणार आहोत. ह्या के्षत्रातील काटेकोर व्याख्याचंा शोध लागण्यास 
ज्या चुकामुंळे ववलंब लागला त्या चुकापंैकी एक म्हणजे सखं्या कल्पनेच्या प्रत्येक ववस्तारामध्ये पभवीचे 
प्रकार ववशषे प्रकार म्हणभन अंतिभयत असले पावहजेत, अशी सवयमान्य समजभत होय. धन आवण ॠण 
पभणांकाचंा व्यवहार करताना धन पभणांक म्हणजे मभळचे वचन्हरवहत पभणांकच मानले पावहजेत अशी समजभत 
होती. तसेच, ज्या अपभणांकाचा छेद 1 असेल त्या अपभणांकाच्या अंशात असलेल्या पभणांकाशंी तो एकरूप 
मानला पावहजे, अशीही समजभत होती. आवण अपवरमेय संख्या, उदा. 2 चे वगयमभळ म्हणजे पवरमेय 
अपभणांकामंध्येच अशा एका स्थानी असावी की ती काही पवरमेय संख्यापेंक्षा मोठी तर काही पवरमेय 
संख्यापेंक्षा लहान असेल, अशी समजभत होती. पवरणामी, पवरमेय आवण अपवरमेय सखं्याचंा वमळभन एकच 
वगय, “वास्तव संख्या (Real numbers)” होऊ शकेल; आवण “संवमश्र” (Complex) संख्यापयंत, म्हणजे 
ज्याचं्यात-1 च्या वगयमुळाचा अंतिाव असेल अशा संख्यापंयंत संख्येच्या कल्पनेची व्याप्ती जेव्हा वाढवली 
गेली तेव्हा वास्तव संख्या म्हणजे वजचा कस्ल्पत (Imaginary) िाग (म्हणजे-1 च्या वगयमुळाची पट) शभन्य 
आहे अशी एक संवमश्र संख्याच होय असे मानण्यात येऊ लागले. ह्या सवय समजुती चुकीच्या आहेत. आवण 
जर काटेकोर व्याख्या हव्या असतील तर त्या समजुतींचा त्याग करणे आवश्यक आहे. [पृ. ६३] [पृ. ६४] 
 

धन आरर् ॠर् पूर्ांकापंासून आरंि करू. क्षणिर ववचार केल्यास एक गोष्ट स्पष्ट होईल की, +1 
आवण-1 ह्या दोन्ही संख्या म्हणजे संबंधच असले पावहजेत आवण ते परस्पराचें व्यस्त (Converse) असले 
पावहजेत. अगदी स्पष्ट आवण पभणय व्याख्या द्यावयाची तर +1 हा n +1 चा n शी असलेला संबंध असला 
पावहजे आवण-1 हा n चा n +1 शी असलेला संबंध असला पावहजे.  
 

सामान्यातः जर m ही कोणतीही ववगामी संख्या असेल तर +m म्हणजे n+m चा n शी 
(कोणत्याही n करता) असलेला संबधं होय; आवण–m हा n चा n+m शी असलेला सबंधं होय. ह्या 
व्याख्येनुसार जोवर n हा एक प्रधानाकं (सान्त व अनन्त) असेल आवण m हा एक ववगामी प्रधानाकं असेल 
तोवर +m हा संबंध एक–एक असा राहील. पण कोणत्याही पवरस्स्थतीत +m हा m शी सदृश मानता 
येणार नाही. कारण m हा संबंध नसभन वगांचा वगय आहे. m हभन–m वजतका विन्न आहे वततक्याच प्रमाणात 
+m सुद्धा m हभन विन्न आहे.  
 

धन ककवा ॠण पभणांकापेंक्षा अपूर्ांक अवधक मनोरंजक आहेत. आपल्याला अपभणांक पुष्ट्कळ 
कारणाकंरता लागतात, पण मुख्यतः व्यावहावरक कारणाकरता म्हणजे मापनाच्या कामाकरता लागतात. 
माझे वमत्र आवण सहकारी डॉ. ए. एन. व्हाइटहेड (A. N. Whitehead) यानंी खास मापनाच्या कामाला 
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उपयोगी पडेल असे, अपभणांकाचे एक शास्त्रच बनवले आहे. त्यानंी ते Principia Mathematica [ले. टी. : Vol. 
Iii. ❋ ३००, ववशषेतः ❋ ३०३.] मध्ये माडंले आहे. पण केवळ आवश्यक ते शुद्ध गवणती गुणधमय ज्याचं्या अंगी 
असतील अशा वस्तभंची व्याख्या करणे, इतकाच आपला हेतभ असेल तर तो अवधक सोप्या मागाने साध्य होऊ 
शकेल; तोच मागय इथे स्वीकारला आहे. xn=ym असता x आवण y ह्या दोन ववगामी संख्यामंध्ये जो काही 
संबंध असेल तो संबंध म्हणजे m/n हा अपभणांक अशी व्याख्या आपण करू. जर n आवण m ह्याचं्यापैकी 
एकही संख्या शभन्य नसेल तर m/n हा संबंध एक-एक असल्याचे ह्या व्याख्येवरून आपल्याला वसद्ध करता 
येते. आवण अथात n/m हा m/n चा व्यस्त आहेच.  

 
वरील व्याख्येवरून m/1 हा अपभणांक म्हणजे x = my ह्या समीकरणामध्ये अंतिभयत असलेला, x 

आवण y मधील संबंध असल्याचे वरील व्याख्येवरून स्पष्ट होते, हे उघड आहे. +m प्रमाणेच हा संबंधही 
ववगामी प्रधानाकं m शी सदृश मानणे अयोग्य होईल. कारण संबंध आवण वगांचा वगय ह्या अगदी पभणयतः विन्न 
जातीच्या वस्तभ आहेत. [ले. टी: अथात व्यवहारात आपण एखादा अपभणांक 1/1 हभन मोठा ककवा लहान आहे हे दशयववण्याकरता तो 1 हभन 
मोठा ककवा लहान आहे असेच म्हणत राहणार. म्हणभन जोवर 1/1 हे गुणोत्तर आवण 1 हा प्रधानाकं हे विन्न असल्याचे ध्यानात आहे तोवर तो िेद 
दशयववण्याकरता नेहमीच इतका स्क्लष्टपणा पाळण्याची जरूरी नाही. ] [पृ. ६५] 
 

n ही कोणत्याही ववगामी संख्या असली तरी 0/n हा संबंध कायमच राहील हे स्पष्ट आहे. 
थोडक्यात तो संबधं म्हणजे शभन्याचा n ह्या अन्य कोणत्याही ववगामी संख्येशी असलेला संबंध होय. ह्याला 
आपण पवरमेय संख्यामंधील शभन्य म्हणभ; अथात हे शभन्य म्हणजे 0 ह्या प्रधानाकंाच्या सदृश नाही. उलटपक्षी, 
m ही कोणतीही ववगामी संख्या असली तरी m/0 हा संबधं कायमच असेल. m /0 शी संबंवधत असेल अशी 
एकही ववगामी सखं्या नाही. त्याला आपण “अपवरमेय सखं्यातंील अनंत” म्हणभ. गवणतातील पारंपवरक 
अनंताच्या प्रकाराचे हे एक उदाहरण आहे, आवण, तो “∞” ह्या वचन्हाने दशयववला आहे. काटंोरीय 
(Cantorian) [अ.टी.: जमयन गवणतज्ञ गेओगय काटंोर (Georg Cantor)] अनंतापेक्षा हा अनंत सपंभणयतः विन्न जातीचा आहे; 
त्याचा ववचार आपण पुढील प्रकरणात करू. पवरमेयाचं्या अनंताच्या व्याख्येकरता कोणत्याही अनंत वगांची 
ककवा अनंत पभणांकाचंी गरज िासत नाही ककवा त्याचंा उपयोगही करावा लागत नाही. खरे म्हणजे ही काही 
फारशी महत्त्वाची कल्पना नव्हेच. आवण पभणय आपल्याला वाटत असेल तर आपण त्या कल्पनेवाचभनही काम 
करू शकतो. या उलट, काटंोरीय अनंत हा अत्यतं महत्त्वाचा आवण मभलिभत आहे; तो जाणभन घेण्याने गवणत 
आवण तत्त्वज्ञान याचें एक संपभणयतः नवीन दालनच खुले होईल. 
 

गुणोत्तरापंैकी शभन्य आवण अनंत हेच फक्त एक- एक (संबंध) नसल्याचे वदसभन येईल. शभन्य हा 
एक-अनेक असभन अनंत हा अनेक-एक आहे.  

 
गुणोत्तरामंध्ये (ककवा अपभणांकामध्ये) मोठा (गुरुतर) आवण लहान (लघुतर) याचं्या व्याख्या 

करण्यात कोणतीही अडचण उद िवत नाही. m/n आवण p/q ही दोन गुणोत्तरे वदली असता जर mq, pn 
हभन लहान असेल तर m/n, p/q हभन लहान आहे असे आपण म्हणभ. अशी व्याख्या असलेला “लहान” हा 
संबंध मावलकारूप असल्याचे लक्षात येण्यास कोणतीही अडचण नाही. ह्या मावलकेत शभन्य हे लघुतम पद 
असभन अनंत हे गुरुतम पद आहे. आपल्या मावलकेतभन जर आपण शभन्य आवण अनंत ही पदे वगळली तर मग 
वतच्यात लघुतम आवण गुरुतम पदे राहणार नाहीत; m/n हे पद शभन्य आवण अनंत ह्यापेंक्षा वगेळे असे एखादे 
गुणोत्तर असेल तर m/2n हे त्याहभन लहान राहील आवण 2m/n हे त्याहभन मोठे गुणोत्तर असेल, हे उघड 
आहे; शभन्य ककवा अनंत याचंा अंतिाव केलेला नसल्याने m/n हे गुणोत्तर लघुतम असणार नाही वा 
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गुरुतमही असणार नाही. आवण म्हणभन m/n हे गुणोत्तर कसेही वनवडले तरी (ज्या वळेी शभन्य आवण अनंत 
वगळलेल असतील त्या वळेी) ते गुणोत्तर लघुतम ककवा गुरुतम नसणार. याच प्रकारे, दोन अपभणांक 
परस्पराचं्या वकतीही जवळ असले तरी त्यामंध्ये आणखी अपभणांक असतात असेही आपण दाखवभ शकभ , 
कारण, उदा. m/n आवण p/q हे दोन अपभणांक घ्या(त्यापंैकी p/q मोठा माना). मग (m+p) /(n+q) हा 
अपभणांक m/n हभन मोठा आवण p/q हभन लहान आहे हे पाहणे (ककवा वसद्ध करणे) सोपे आहे. म्हणजे 
गुणोत्तराचं्या मावलकेत लगतची अशी पदे नसतात. कोणत्याही दोन पदामंध्ये आणखी काही पदे 
असतातच. ह्या पदामंध्येही आणखी पदे असणार आवण असे अनंत वळेा चालणार असल्याने, परस्पराचं्या 
वकतीही जवळ असलेल्या कोणत्याही दोन गुणोत्तरामंध्ये, अनंत गुणोत्तरे असणार हे स्पष्ट होते. [ले. टी. : 
काटेकोरपणे बोलावयाचे तर ह्या ववधानामध्ये आवण ह्या पवरच्छेदात शवेटपयंत येणाऱ्या सवय ववधानामंध्ये, ज्याला “अनंताचा वसद्धातं” (Axiom of 
Infinity) असे म्हणतात, तो अंतिभयत आहे. त्याचा ववचार नंतरच्या प्रकरणात केला जाणार आहे.] ज्या मावलकेत कोणत्याही दोन 
पदामंध्ये आणखी काही पदे असण्याच्या, म्हणजेच वजच्यात लगतची अशी पदे नसण्याचा धमय असतो वतला 
“दृढ (Compact)” म्हणतात. म्हणजे मग महते्तच्या (Magnitude) क्रमाच्या आधारे केलेली गुणोत्तराचंी 
मावलका ही “दृढ” ठरते. अशा मावलकाचं्या अगंी वकत्येक महत्त्वाचे गुणधमय असतात. अवकाश ककवा काळ 
ह्याचं्या आधारावशवाय ककवा कोणत्याही अनुिवजन्य सामग्रीवशवाय, केवळ शुद्ध तकाच्या साहाय्याने 
वमळणाऱ्या दृढ मावलकेचे एक उदाहरण म्हणजे गुणोत्तरे होते हे पाहणेही महत्त्वाचे आहे. [पृ. ६६] 

 
ज्याप्रकारे आपण धन आवण ॠण पभणांकाचंी व्याख्या केली त्याचप्रमाणे धन आवण ॠण 

अपभणांकाचंीही व्याख्या करता येईल. प्रथम m/n आवण p/q ह्याचंी बरेीज म्हणजे (mq+np)/nq अशी 
व्याख्या करून +p/q म्हणजे, m/n+ p/q चा m/n शी (m/n हे कोणतेही गुणोत्तर असता) असलेला 
संबंध अशी व्याख्या करता येईल; आवण अथातच –p/q म्हणजे +p/q चा व्यस्त होय. धन व ॠण 
गुणोत्तराचंी व्याख्या करण्याचा हाच एक मागय उपलब्ध आहे असे मात्र नव्हे. पण पभणांकाप्रमाणेच 
नैसर्मगकपणा हा गुण त्या मागामध्ये असभन आपला उदे्दशही त्याच्यामुळे साध्य होतो.  

 
आता आपण संख्येच्या कल्पनेच्या अवधक रंजक अशा ववस्ताराकडे जाऊ या; ह्या ववस्ताराला 

“वास्तव (Real)” सखं्या म्हणतात आवण यात अपवरमेय (Irrational) सखं्याचंा अतंिाव होतो. पवहल्या 
प्रकरणात आपण “असमेयाचं्या (Incommensurables)” आवण पायथागोरसने त्याचं्या शोध लावल्याचा 
उल्लेख केला होता. त्याच मागाने म्हणजे िभवमतीच्या मागानेच अपवरमेय सखं्याचंा ववचार प्रथम झाला होता. 
ज्या चौरसाची बाजभ एक इचं असेल त्याच्या कणाची लाबंी 2 च्या वगयमुळाइतकी इचं असते. पण पभवयसभरींच्या 
शोधानुसार, ज्याचा वगय 2 आहे असा अपभणांकच नसतो. हे प्रमेय युस्क्लडच्या दहाव्या पसु्तकात वसद्ध केले 
आहे. ज्या काळात युस्क्लडची पसु्तके पाठ्यपुस्तके म्हणभन वापरली जात त्या काळी असल्या पुस्तकामंध्ये 
शाळकरी मुलानंी पभणयपणे बडुभन जाणे हे िाग्याचे समजले जात असे. ह्या प्रमेयाची वसद्धता कमालीची सोपी 
आहे. 2 चे वगयमभळ m/n आहे असे समजा. म्हणजे मग m2/n2 = 2 म्हणभन m2= 2n2 म्हणभन m2 ही समसंख्या 
आहे. आवण त्यामुळे m सुद्धा समसंख्याच आहे; कारण ववषम संख्येचा वगय ववषमच असतो. आता जर m सम 
असेल तर m2 ला 4 ने िाग जाईल. कारण m = 2p असेल तर m2= 4p2 येईल. म्हणजे आपल्याला 4p2= 
2n2 वमळेल. येथे p हा m च्या वनम्मा आहे. म्हणभन 2p2= n2 वमळेल. म्हणजे n/p हा सुद्धा 2 चा वगयमभळ 
असेल. पण मग आपण हाच युवक्तवाद पनुःपुनः वापरू शकतो. जर n= 2q असेल तर p/q सुद्धा 2 चे वगयमभळ 
असेल, इत्यादी. ह्याप्रमाणे एकाच्या अधा दुसरा असे करीत गेलो तर आपल्याला अनंत मावलका वमळेल. 
पण हे तर अशक्य आहे; जर आपण एखाद्या सखं्येस 2 ने िागले, नंतर त्या अध्याच्या अधे, असे करीत गेलो 
तर काही सान्त पायऱ्यानंतर तरी आपल्याला ववषम संख्या वमळेलच. आपण हे अवधक सोप्या रीतीनेही माडंभ  
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शकतो. m/n हे आरंिीचे गुणोत्तर अवतसंवक्षप्त रूपात असल्याचे मानभ; मग m आवण n दोन्ही सम असणार 
नाहीत. आवण जर m2/n2 = 2 असेल तर m आवण n दोन्ही सम असणार हे आपण पावहलेच आहे. तेव्हा, 
ज्याचा वगय 2 आहे असा अपभणांक असणे शक्य नाही. [पृ. ६७] 
 

म्हणजेच ज्याची बाजभ 1 इंच लाबं आहे अशा चौरसाच्या कणाची लाबंी कोणत्याही अपभणांकाने व्यक्त 
करता येणार नाही. अंकगवणताला वनसगाचे हे एक आव्हानच असल्याचे वदसते. संख्याचं्या शक्तीबद्दल 
अंकगवणतज्ञानंा वकतीही अविमान वाटत असला (त्याप्रमाणे पायथागोरसलाही वाटत असे,) तरी 
कोणत्याही एकाकंाचं्या (Unit) रूपात व्यक्त करता येणार नाहीत अशा प्रकारच्या लाबंीसंबंधीचे प्रश्न त्याचं्या 
पुढे टाकभ न वनसगय त्यानंा गोंधळात टाकीत असतोच. मात्र ह्या प्रश्नाचे स्वरूप िभवमतीपुरते मयावदत रावहले 
नाही. बीजगवणताचा उदय झाल्याबरोबर तोच प्रश्न समीकरणाच्या सोडवणकुीच्या रूपात उिा रावहला. 
मात्र येथे त्याचे स्वरूप अवधक ववस्तृत झाले. कारण मग त्यात सवंमश्र संख्याचंाही अंतिाव झाला. 

 
ज्याचें वगय (Squres) क्रमशः 2 च्या जवळ जवळ येतील असे अपभणांक शोधता येतात हे स्पष्ट आहे. 

2 पेक्षा ज्याचें वगय लहान आहेत पण नंतर नंतरच्या सवय पदाचें वगय आवण 2, ह्यातंील फरक वदलेल्या 
कोणत्याही राशीहभन कमी आहे अशा चढत्या अपभणांकाची मावलका आपल्याला बनवता येईल. म्हणजे 
समजा, मी आधीच एक लहान राशी, समजा एक अब्जाशं, वनवित केला, तर आपल्या मावलकेतील काही 
एका, समजा दहाव्या, पदा-नंतरच्या सवय पदाचें वगय 2 पासभन, ह्या राशीहभनही कमी अंतरावर असतील 
आवण जर मी आणाखी लहान राशी वदला तर फार तर मावलकेत आपल्याला आणखी पढेु जाव े लागेल. पण 
मावलकेत केव्हा ना केव्हा, समजा २० व्या पदानंतर तरी, येणाऱ्या सवय पदाचें वगय 2 पासभन ह्या आणखी 
लहान राशीपेक्षाही कमी अंतरावर असतील. अंकगवणताच्या नेहमीच्या वनयमानुंसार आपण 2 चे वगयमभळ 
काढीत रावहलो तर आपत्याला कधीही न संपणारी दशाशं स्थळाचंी मावलकाच वमळेल. आवण ही मावलका 
आवश्यक त्या स्थळापंयंत घेतल्यास वरील अटी अचभकपणे पभणय करू शकेल. ज्याचें वगय 2 हभन अवधक आहेत 
आवण मावलकेत जसजसे आपण पुढे जाऊ तसतसे वगयमभळ 2 पासभनचे ज्याचें अतंर उत्तरोत्तर आणखी कमी 
होत जात, काही एका पदानंतर वदलेल्या कोणत्याही राशीपेक्षा कमीच राहील, अशा उतरत्या अपभणांकाचंी 
मावलकाही आपण ह्याच पद्धतीने रचभ शकतो. ह्याप्रकारे 2 च्या वगयमुळािोवती आपण जणभ काही एक 
तटबंदीच उिारू शकतो. पण तरीही तो आपल्या हातभन कायमचा सुटलेलाच राहतो. यावर ववश्वास बसणे 
कठीण आहे. अथात प्रत्यक्षात मात्र आपण वगयमभळ 2 चा ववचार ह्या पद्धतीने करणार नाही. [पृ. ६८] 

 
एखाद्या गुणोत्तराचा वगय 2 हभन लहान आहे की मोठा आहे, यानुसार जर आपण सवय गुणोत्तराचें दोन 

वगांत वविाजन केले, तर असे लक्षात येईल की ज्याचें वगय 2 हभन लहान नाहीत त्या सवांचे वगय 2 हभन मोठे 
आहेत; ज्याचें वगय 2 हभन लहान आहेत त्यातं गुरुतम नाही आवण ज्याचें वगय 2 हभन अवधक आहेत त्यातं 
लघुतम नाही; ज्याचें वगय 2 हभन थोडेसेच कमी आहेत आवण ज्याचें वगय 2 हभन थोडेसे अवधक आहेत, 
त्याचं्यातील फरकाला वनम्न मयादा (Lower Limit) नाही. थोडक्यात, आपण सवय गुणोत्तरे दोन वगांमध्ये 
अशा रीतीने वविागभ शकतो की, एका वगातील सवय पदे दुसऱ्यातील सवय पदाहंभन लहान असतील, एकात 
गुरुतम नसेल आवण दुसऱ्यात लघुतम नसेल. ह्या दोन वगांच्या मध्यिागी, जेथे √2 असावा अशी अपेक्षा 
असेल तेथे काहीही असणार नाही. म्हणजे आपली तटबदंी जरी आपण हवी तेवढी घट्ठ केली असली तरी 
ती अयोग्य वठकाणी असभन वतच्यात √2 सापडलेला नसेल. [पृ. ६९]  
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एक वगय (Class) दुसऱ्याच्या संपभणयतः आधी येईल, अशा तऱ्हेने मावलकेच्या पदाचंी दोन वगांत 
वविागणी करण्याची पद्धत डेऽडककटने (Dedekind) [ले. टी. : Stetigkeit und irrationale Zahlen स्टेवटक काईट उंट 

इराशोनालऽ त्सालेन, सातंत्य आवण अपवरमेय सखं्या; आवृत्ती 2, (Brunswick, १८९२)] पढेु आणली, आवण म्हणभनच वतला, 
“डेडककट छेद” (Dedekind Cut) म्हणतात. जेथे छेद (Section) धेतला जातो त्या कबदभंच्या बाबतीत चार 
अवस्था संिवतात: 

 
(१) खालच्या िागात गुरुतम (Maximum) असेल आवण वरच्या िागात लघुतम (Minimum) 

असेल, (२) खालच्यात गुरुतम असेल पण वरच्यात लघुतम नसेल, (३) खालच्यात गुरुतम नसेल पण 
वरच्यात लघुतम असेल, (४) खालच्यात गुरुतम नसेल आवण वरच्यातही लघुतम नसेल. या चारापंैकी 
पवहल्याने उदाहरण, ज्या मावलकेत लगतची अशी पदे असभ शकतात त्या प्रकारच्या मावलकेमुळे वमळेल; 
उदा. पभणांकाचं्या मावलकेत खालचा िाग कोणत्यातरी n ह्या सखं्येपाशी सपंला असेल आवण वरचा n + 1 
पासभन सुरू होत असेल. आपण खालचा िाग 1 पयंतच्या गुणोत्तराचंा (1 धरून) बनवल्यास आवण वरचा 1 
हभन मोठ्या गुणोत्तराचंा बनवल्यास दुसऱ्या प्रकारचे उदाहरण वमळेल. खालचा िाग 1 हभन लहान 
गुणोत्तराचंा आवण वरचा 1 पासभनच्या (1 धरून) गुणोत्तराचंा बनवल्यास वतसऱ्या प्रकारचे उदाहरण वमळते. 
आवण वर पावहल्याप्रमाणे जर आपण ज्याचें वगय 2 हभन लहान आहेत, अशी सवय गुणोत्तरे खालच्या िागात, व 
ज्याचें वगय 2 हभन मोठे आहेत अशी सवय गुणोत्तरे वरच्या िागात घातली तर आपल्याला चौर्थया प्रकारचे 
उदाहरण वमळते. 

 
आपल्या ह्या चार प्रकारातंील पवहला प्रकार, मावलकेत लगतची पदे आहेत अशाच प्रसंगी उद्भवत 

असल्याने आपण तो पावहला नाही तरी चालेल. चारातंील दुसऱ्या प्रकारात, खालच्या िागातील गुरुतमाला 
आपण वरच्या िागाची, “वनम्न मयादा” म्हणभ; तसेच आपण एखादा सचं असा घेतला की, वरच्या िागातील 
कोणतेही पद ह्या संचातील कोणत्याही पदाच्या आधी येणार नाही, तर त्या सचंाचीही ती वनम्न मयादा आहे 
असे म्हणभ. वतसऱ्या प्रकारात वरच्या िागातील लघुतमाला खालच्या िागाची, (Upper) उच्च मयादा म्हणभ; 
तसेच आपण एखादा सचं असा घेतला की, खालच्या िागातील कोणतेही पद ह्या संचातील कोणत्याही 
पदाच्या नंतर येणार नाही तर त्या संचाची उच्च मयादा असे म्हणभ. चौर्थया प्रकारात आपण तेथे एक “वछद्र” 
ककवा फट (Gap) आहे असे म्हणभ. वरच्या ककवा खालच्या िागाला मयादा ककवा शवेटचे पद नाही. ह्या 
प्रकारात आपण असेही म्हणभ की, आपल्याला वमळालेले छेद अपवरमेय (Irrational) आहे, कारण केवळ 
अपवरमेय संख्याचं्या बाबतीतच गुणोत्तराचं्या मावलकेचे छेद घेताना, आपल्याला वछदे्र वमळतात. [पृ. ७०] 

 
अपवरमेयाचं्या मीमासेंला ववलंब कशाने झाला असेल तर, गुणोत्तराचं्या सवय मावलकानंा “मयादा” 

असलीच पावहजे ह्या भ्रामक ववश्वासामुळेच. “मयादा” ही संकल्पना अत्यंत महत्त्वाची असभन, पुढे जाण्यापभवी 
वतची व्याख्या करणे चागंले.  

 
जर पुढील अटी पभणय होत असतील तर x ह्या पदाला, P ह्या संबंधाला अनुलक्षभन α (आल्फा) ह्या 

वगाची “उच्च मयादा” म्हणतात: (१) P ह्या सबंधंाच्या दृष्टीने α ला गुरुत्तम नाही, (२) α मधील जे घटक P 
च्या के्षत्रात असतील ते सवय x च्या पभवी येतात, (३) P च्या के्षत्रातील जो घटक x च्या पभवी येत असेल तो α 
मधील वनदान एका तरी घटकाच्या पभवी येतो. (“पभवी येणे” म्हणजे “चा P-संबंध असणे”.) 
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ह्यामध्ये “गुरुतमा” ची पढुील व्याख्या अध्याहृत आहे— 
 
जर x हा α आवण P च्या के्षत्राचा घटक असेल आवण x चा α मधील दुसऱ्या कोणत्याही घटकाशी 

P-सबधं नसेल तर x ला, α चा P- संबंधाच्या संदिात “गुरुतम” म्हणतात. 
 
प्रस्तुत व्याख्या ज्या पदानंा लावावयाच्या ती पदे मापनयोग्य- (Quantitative) असावीत, अशीवह 

अपेक्षा नाही, उदाहरणाथय, ‘पभवी’ आवण ‘नंतर’ अशा क्रमाने रचना केलेल्या कालक्षणाचंी मावलका 
घेतल्यास, त्याचं्यातील “गुरुतम” (असल्यास) क्षण म्हणजे शवेटचा क्षण होय. पण ते जर ‘नंतर’ आवण 
‘पभवी’ ह्या पद्धतीने रचले तर त्याचं्यातील “गुरुतम” (असल्यास) क्षण म्हणजे पवहला क्षण होय. 

 
P ह्या संबंधाला अनुलक्षभन एखाद्या वगाचा “लघुतम” म्हणजे P च्या व्यस्ताला अनुलक्षभन त्या वगाचा 

गुरुतम होय. 
 
मयादा आवण गुरुतम ह्या संकल्पना, ज्या संबधंाला अनुलक्षभन ठरलेल्या असतील, तो संबंध 

मावलकारूपच असावा अशीही अपेक्षा नाहीं. पण संबधं मावलकारूप ककवा जवळजवळ मावलकारूप 
(Quasi-serial) नसल्यास त्या सकंल्पनाचें फारच थोडे उपयोग होतात. मुख्यतः जी कल्पना महत्त्वाची 
आहे ती म्हणजे “उच्च मयादा ककवा गुरुतम” वहला आपण “उच्च सीमा ( Boundary)” असे म्हणभ. म्हणजे 
एखाद्या मावलकेतभन वनवडलेल्या पदाचं्या संचाची “उच्च सीमा” म्हणजे त्यातंील, शवेटचा, (असल्यास) 
घटक होय; पण तसे नसेल तर ती सीमा म्हणजे त्या सवय पदानंंतरचे येणारे पवहलेच (असल्यास) पद होय. 
जर गुरुतम ककवा मयादा अस्स्तत्वात नसेल, तर मग उच्च सीमासुद्धा नसते. “वनम्न सीमा” (Lower 
Boundary) म्हणजे वनम्न मयादा ककवा लघुतम होय. [पृ. ७१] 

 
चार प्रकारच्या डेडककट छेदाकंडे पुनः वळल्यास आपल्याला असे वदसते की त्यापंैकी पवहल्या तीन 

प्रकारातं प्रत्येक िागास सीमा आहे (उच्च ककवा वनम्न कोणतीतरी), तर चौर्थयात कोणत्याच िागाला सीमा 
नाही. तसेच ज्या वळेी खालच्या िागाला उच्च सीमा असते त्या वळेी वरच्या िागाला वनम्न सीमा असते, हेही 
स्पष्ट आहे. दुसऱ्या आवण वतसऱ्या प्रकारातं दोन्ही सीमा समान असतात; पवहल्या प्रकारात ह्या सीमा, 
मावलकेतील लागोपाठची दोन पदेच असतात. 

 
ज्यावळेी मावलकेच्या प्रत्येक छेदाला सीमा (उच्च ककवा वनम्न, कोणती तरी) असते, त्यावळेी त्या 

मावलकेला “डेडककडीय (Dedekindian)” मावलका म्हणतात.  
 
महते्तच्या क्रमानुसार (Order of Magnitude) गुणोत्तराचंी मावलका डेडककडीय नाही, हे आपण 

पावहले आहे. 
 

अवकाशीय (िौवतक) कल्पनाचंा प्रिाव लोकाचं्या मनावर इतका होता की कोणत्याही मावलकानंा 
मयादा ह्या असल्याच पावहजेत असे त्यानंा वाटत असे. आवण जेव्हा तसे घडले नाही, त्या वळेी त्यानंा ते 
खटकले. म्हणभनच, ज्याचें वगय 2 हभन लहान आहेत अशा गुणोत्तराचंी मयादा पवरमेय (Rational) नाही असे 
जेव्हा त्याचं्या प्रत्ययाला आले तेव्हाच, डेडककट वछदे्र िरून काढण्याकरता म्हणभन अपवरमेय सीमा “गृहीत” 
म्हणभन पत्करावयास ते तयार झाले. हे वछद्र नेहमीच िरले जाव ेम्हणजे प्रत्येक छेदाला सीमा असावी ह्या 



 अनुक्रमणिका 

हेतभने डेडककटने, वर उल्लेवखलेल्या त्याच्या कामात, एक वसद्धातं (Axiom) माडंला. ह्याच कारणाकरता 
ज्या ज्या वळेी एखाद्या मावलकेत हा वसद्धातं पाळला जातो त्या वळेी वतला “डेडककडीय” मावलका 
म्हणतात. पण हा वजथे पाळला जात नाही अशा असंख्य मावलका आहेत. 
 

आपल्याला जे अपेवक्षत असेल ते गृहीत म्हणभन पत्करण्याच्या पद्धतीत अनेक सोयी आहेत. 
प्रामावणक कष्टापेंक्षा, चोरीमारीच्या मागांत वमळणाऱ्या मागांसारख्याच ह्या सोयी आहेत. ते वाममागय म्हणभन, 
इतराकंरता सोडभन देऊन, आपण आपल्या प्रामावणक कष्टाला आरंि करू या. 

 
अपवरमेय डेडककट छेद, अपवरमेय सखं्येचा काही अशंी “प्रत्यय” घडवतो, हे स्पष्ट आहे. आरंिीच 

ही जी काही अधुकशी जाणीव झालेली आहे वतचा उपयोग करून घेण्यासाठी आपण वतच्यापासभन काटेकोर 
व्याख्या काढण्याचा काही मागय काढला पावहजे; आवण मागय काढण्याकरता, अपवरमेय सखं्याच गुणोत्तराचं्या 
संचाची मयादा असली पावहजे ही कल्पना मनातभन काढभन टाकली पावहजे. छेद 1 असलेली गुणोत्तरे म्हणजे 
जसे पभणांक समजणे योग्य नव्हे; तसेच ज्या पवरमेय सखं्या अपवरमेय सखं्याहभन लहान ककवा मोठ्या आहेत; 
ककवा अपवरमेय संख्या ज्याचं्या मयादा आहेत त्या पवरमेय संख्या म्हणजे गुणोत्तरे आहेत असे मानणे योग्य 
नव्हे. ज्यानंा “वास्तव (Real) सखं्या” म्हणता येईल अशा नव्या सखं्याचंी व्याख्या आपण केली पावहजे; त्या 
संख्यापंैकी काही संख्या पवरमेय असतील तर काही अपवरमेय असतील. जसा n/1, n शी “बाधंलेला” आहे 
तशाच, पवरमेय संख्यासुद्धा काही एका प्रकारे गुणोत्तराशंी बाधंलेल्या आहेत; पण त्या संख्या म्हणजे गुणोत्तरे 
नव्हेत. त्या संख्या म्हणजे नेमक्या काय असाव्यात हे ठरवण्याकरताच, अपवरमेय सखं्या, अपवरमेय छेदाने 
(Section) व्यक्तवली जाते आवण छेद खालच्या िागाने व्यक्तवला जातो हे लक्षात घ्या. ज्या छेदाचं्या 
खालच्या िागानंा गुरुतम नसतो अशा छेदापंुरतेच आपण सध्या आपले लक्ष कें वद्रत करू या; अशा वळेी 
आपण या खालच्या िागाला “खंड (Segment)” म्हणभ. मग एखाद्या गुणोत्तराच्या सबंधंातील खंड म्हणजे, 
त्या गुणोत्तराहभन लहान असणाऱ्या सवय गुणोत्तराचंा संच होईल, ते गुणोत्तर म्हणजे त्या संचाची सीमा होईल; 
याउलट, अपवरमेय सखं्या व्यक्त करणारे खंड म्हणजे ज्या संचानंा सीमा नसेल असे खंड होत. दोन्ही 
प्रकारच्या खंडाचं्या अंगी, मग त्यानंा मयादा असो वा नसो, पुढचा एक धमय वनवित आहे. एकाच 
मावलकेतील दोन खंड घेतल्यास त्यापंैकी एक खंड दुसऱ्या खंडाचा िाग असतो; त्यामुळे ‘पभणय आवण अंश’ 
ह्या प्रकारच्या संबधंाच्या साह्याने त्याचंीही मावलका रचता येईल. ज्या मावलकेत डेडककट वछदे्र आहेत, 
म्हणजे वजच्यात सीमा नसलेले खंड आहेत त्या मावलकेपासभन, वतच्यातील पदापेंक्षा जास्त खंड वनमाण 
होतील. कारण प्रत्येक पदामुळे ते पद ज्याची सीमा आहे असा खंड तर वमळेलच. वशवाय ज्यानंा सीमा 
नाही, असे खंडही आणखी असतील. [अ. टी. : हा युवक्तवाद अपरुा आहे. कारण एखाद्या सचंात दुसऱ्यापेक्षा काही घटक अवधक 
आहेत यावरून पवहल्यातील घटकाचंी “सखं्या” (काटंोरीय) दुसऱ्यातील घटकाचं्या सखं्येहभन अवधक असेल असे म्हणता येत नाही. मभळ पुस्तक 
पृष्ठ ८४ वर लेखकाने स्वतःच ह्याबद्दल चचा केली आहे.] [पृ. ७२] 
 

वास्तव संख्या आवण अपवरमेय संख्या ह्याचंी व्याख्या करणे आपल्याला आता शक्य आहे. 
 
महते्तच्या क्रमानुसार घेतलेल्या गुणोत्तराचं्या मावलकेचा एक खंड म्हणजे “वास्तव संख्या (Real 

number)” होय. 
 
गुणोत्तराचं्या मावलकेतील ज्या खंडाला सीमा नसते तो खंड म्हणजे “अपवरमेय संख्या” होय. 
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गुणोत्तराच्या मावलकेतील ज्या खंडाला सीमा असते तो म्हणजे “पवरमेय वास्तव संख्या” होय. 
 
याप्रमाणे पवरमेय वास्तव संख्या ही एखाद्या वववशष्ट गुणोत्तरापेक्षा लहान असलेल्या सवय. 

गुणोत्तरामुंळे बनते आवण त्या गुणोत्तराशी संबवंधत अशीच ती पवरमेय वास्तव संख्या होते उदाहरणाथय 1 ही 
वास्तव सखं्या म्हणजे सवय युक्त (Proper) अपभणांकाचा वगय होय. [अ. टी. : 0 ते 1 मधील सवय अपभणांक, 0 आवण 1 

वगळभन.] [पृ. ७३] 

 
अपवरमेय संख्या म्हणजे गुणोत्तराचं्या संख्याचं्या संचाचंी सीमा आहे, असे ज्या वळेी आपण 

सहजपणे मानतो तेव्हा खंडामंधील ‘पभणय आवण अंश’ अशा क्रम-संबंधामुळे वमळणाऱ्या मावलकेतील संबवंधत 
अशा पवरमेय वास्तव संख्याचं्या सचंाची ती सीमा असणे हेही सत्यच असते. उदाहरणाथय, ज्या गुणोत्तराचें 
वगय 2 हभन कमी आहेत त्या गुणोत्तराचं्या संबधंातील ‘गुणोत्तराचं्या मावलकेच्या खंडाचंी’√2 हीच उच्च सीमा 
असते. अवधक सोप्या शब्दात म्हणावयाचे तर √2 म्हणजे, ज्याचें वगय 2 हभन लहान आहेत अशा गुणोत्तरानंी 
बनलेला खंडच होय. 
 

कोणत्याही मावलकेच्या खंडाचंी मावलका ही डेडककडीय असल्याचे वसद्ध करणे सोपे असते. 
कारण, खंडाचंा कोणताही संच वदला असता त्याचंी सीमा म्हणजे त्याचंा तार्मकक सयंोग, म्हणजेच जी पदे 
त्या सचंातील खंडापंकैी एका तरी खंडात असतात अशा पदाचंा सचं होय.[ले. टी. : खंड आवण डेडककडीय सबंधं ह्या 
ववषयाच्या सपंभणय वववेचनाकरता Principia Mathematica vol. iii, ❋ २१०-२१४ पाहा. वास्तव सखं्याचं्या सपंभणय वववेचनाकरता त्याच पुस्तकाचा 
vol. iii, ❋ ३१० आवण Principles of Mathematics प्रकरण xxxiii व xxxiv पाहा.] 

 
वास्तव संख्याचंी वरील व्याख्या म्हणजे, “रचना करणे” आवण “गृहीत धरणे” याचं्यामधील 

ववरोधाचेच एक उदाहरण आहे. असले आणखी एक उदाहरण आपण प्रधानाकंाचं्या व्याख्येच्या वळेी पावहले 
आहे. ह्या रचना पद्धतीचा एक फार मोठा फायदा म्हणजे वतला नवीन गृहीते लागत नाहीत, तर आपण 
वनगमन पद्धतीने मभळच्या तार्मकक सामग्रीपासभन आरंि करू शकतो. 

 
वर केलेल्या व्याख्येनुसार वास्तव संख्याचं्या बेरीज आवण गुणाकाराचं्या व्याख्या करणे मुळीच 

कठीण नाही. μ आवण ν ह्या दोन वास्तव संख्या, म्हणजेच गुणोत्तराचें वगय (Classes) वदले असता, μ 
मधील एक सदस्य आवण मधील एक सदस्य घेऊन गुणोत्तराचं्या बेरजेच्या वनयमाप्रमाणे त्याचंी बेरीज करा. 
याप्रमाणे μ आवण ν मधील वगेवगेळे सदस्य घेऊन वमळणाऱ्या सवय बेरजाचंा एक वगय बनवा. ह्याप्रकारे 
गुणोत्तराचंा एक नवीनच वशय वमळतो. हा वगयसुद्धा गुणोत्तराचं्या मावलकेचाच एक खंड असतो हे दाखवणे 
सोपे आहे. हा वगय म्हणजेच μ आवण ν याचंी बेरीज अशी व्याख्या आपण करू. ही व्याख्या आपण थोडक्यात 
अशी माडंभ :— 

 
दोन वास्तव संख्याचंी अकंर्गरर्तीय बेिीज म्हणजे प्रत्येकीतील एकेक सदस्य शक्य त्या सवय प्रकारे 

घेऊन केलेल्या त्याचं्या अंकगवणतीय बेरजाचंा वगय होय. अगदी याच पद्धतीने प्रत्येक वास्तव सखं्येमधील 
एकेक सदस्य शक्य त्या सवय प्रकारे घेऊन, त्याचंा गुणाकार करून आपण त्याचं्या अंकगवणतीय 
गुणाकाराची व्याख्या करू शकतो. ह्या प्रकारे वनमाण झालेला गुणोत्तराचंा वगय म्हणजेच त्या दोन संख्याचंा 
गुणाकार, अशी व्याख्या करतात. (अशा सवय व्याख्यामंध्ये, गुणोत्तराचं्या मावलकेतील, 0 आवण अनंत 
वगळावते.) [पृ. ७४] 
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आपल्या व्याख्या, धन आवण ऋण वास्तव संख्या आवण त्याचें बेरीज-गुणाकार याचं्यापयंत 
पोचवण्यात काहीही अडचण येत नाही. 
 

आता फक्त सवंमश्र संख्याचंी व्याख्या रावहली. 
 
संवमश्र संख्यानंा िौवमवतक अथय देणे शक्य असले तरीसुद्धा अपवरमेय संख्यापं्रमाणे त्याचं्या व्याख्येत 

िभवमती अपवरहायय ठरत नाती. “सवंमश्र” सखं्या म्हणजे ज्या सखं्येत ऋण सखं्येचे- पभणांक, अपभणांक ककवा 
वास्तव संख्येचे- वगयमभळ अंतिभयत आहे अशी एक संख्या होय. कोणत्याही श्रण संख्येचा वगय धनच 
असल्यामुळे, ज्या संख्येचा वगय ऋण असेल ती सखं्या वनराळ्याच जातीची संख्या असली पावहजे. -1 च्या 
वगयमुळाकरता i हे अक्षर, योजल्यास, ऋण सखं्येचे वगयमभळ अतंिभयत असलेली सखं्या x + iy ह्या स्वरूपा 
व्यक्त करता येते; येथे x, y, वास्तव सखं्या आहेत. iy ह्या िागाला “कस्ल्पत” िाग [अ. टी. : प्रचवलत गवणतात iy ला 

कस्ल्पत िाग न म्हणता y लाच कस्ल्पत िाग म्हणतात.] म्हणतात, आवण x ला “वास्तव” िाग म्हणतात (कस्ल्पत 
िागापेक्षा वगेळेपण दशयवणे हेच हा वाक्प्रयोग रूढ होण्याचे कारण असावे.) अगदी काटेकोर व्याख्या न 
करता सुद्धा गवणतज्ञ संवमश्र संख्या सवयीने वापरीत आलेले आहेत. अकंगवणताचे नेहमीचे वनयम ते 
पाळतात असे केवळ गहृीत धरण्यात आले. आवण ह्या गृहीताच्या साह्याने केलेला त्याचंा उपयोग 
लािदायक ठरल्याचे वदसले, बीजगवणत आवण ववश्लेषण (Analysis) यापेक्षा िभवमतीत त्याचा उपयोग 
कमीच आहे. 

 
उदाहरणाथय, प्रत्येक वगयसमीकरणाला दोन मुळे (Root) असावीत आवण घनसमीकरणाला तीन 

मुळे असावीत, इत्यादी गोष्टी आपल्याला हव्या आहेत. पण जर आपण वास्तव सखं्यापंरुताच ववचार केला 
तर x2 +1 = 0 अशा प्रकारच्या समीकरणाला एकही मभळ नसेल आवण x3 - 1 = 0 अशा प्रकारच्या 
समीकरणाला एकच मभळ असेल. संख्येचे प्रत्येक सामान्यीकरण प्रथमतः अशा प्रकारच्या साध्या प्रश्नाच्या 
गरजेतभनच वनमाण झाले आहे. वजाबाकी कोणत्याही पवरस्स्थतीत करता यावी याकरताच ऋण संख्याचंी 
गरज पडली; नाहीतर b पेक्षा a लहान असताना a-b ला कधीच अथय आला नसता; िागाकार कोणत्याही 
पवरस्स्थतीत करता यावा याकरताच अपभणांकाचंी गरज पडली; आवण समीकरणे सोडवणे व त्याचंी मुळे 
काढणे नेहमी शक्य व्हाव,े यासाठी सवंमश्र संख्याचंी गरज पडली. पण संख्याचें ववस्तार त्याचं्या केवळ 
गरजेतभन वनमाण झाले आहेत असे नाही; तर ते व्याख्येतभन वनमाण झाले आहेत. आवण म्हणभन आपण आता 
संवमश्र संख्याचं्या व्याख्येकडेच वळले पावहजे. [पृ. ७५] 
 

संवमश्र सखं्या म्हणजे वास्तव संख्याचंी केवळ एक क्रवमत जोडी असे मानण्यास आवण तशी वतची 
व्याख्या करण्यास हरकत नाही. इतर वठकाणापं्रमाणेच, इथेही अनेक व्याख्या देणे शक्य आहे. महत्वाची 
बाब कोणती असेल तर कोणत्याही स्वीकृत व्याख्येतभन अपेवक्षत असे वववशष्ट गुणधमय वमळवता आले 
पावहजेत. संवमश्र संख्याचं्या बाबतीत, आपण जर त्याचंी व्याख्या वास्तव संख्याचं्या जोड्ा म्हणभन केली तर 
आपल्याला इष्ट धमांपैकी काही धमय तत्काळ वमळतात. ते असे: संवमश्र संख्या वनवित होण्याकरता दोन 
वास्तव संख्या लागतात; यापंैकी एक पवहली आवण एक दुसरी असा फरक करता येईल. आवण ज्यावळेी 
दोन सवंमश्र संख्यामध्ये एकीतील पवहली दुसरीतील पवहली बरोबर आवण दुसरी, दुसरीबरोबर असेल 
त्याचवळेी त्या सवंमश्र संख्या समान असतात. आणखी जी काही सामग्री लागणार आहे ती, बेरीज आवण 
वजाबाकी याचें वनयम ठरवभन वमळवता येईल. आपल्याला असे हव ेआहे; 
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(x+iy) + (x'+iy') = (x+ x') + i (y+y'), 
(x+iy) (x'+iy') = (xx'– yy') + i (xy'+x'y). 

 
तेव्हा वास्तव सखं्याचं्या दोन क्रवमत जोड्ा (x, y) आवण (x', y') वदल्या असता, त्याचंी बरेीज 

म्हणभन (x+ x', y+y') ही जोडी आवण गुणाकार म्हणभन (xx'– yy', xy'+x'y) ही जोडी, अशीच व्याख्या 
करू. ह्या व्याख्यामुंळे, आपल्या क्रवमत जोड्ाकंडे आपल्याला इष्ट ते धमय असल्याची खात्री होईल. 
उदाहरणाथय (0, y) आवण (0, y') ह्या दोन जोड्ाचंा गुणाकार घ्या. हा, वरील वनयमानुसार (- yy', 0) 
येईल. म्हणभन (0, 1) ह्या जोडीचा वगय म्हणजे (- 1, 0) ही जोडी येईल. मग एरवीच्या पवरिाषेप्रमाणे वजचा 
कस्ल्पत िाग शभन्य असेल त्या जोडीतील दुसरे पद शभन्य येईल; x+iy ह्या वचन्हामध्ये ती संख्या x+0i 
होहयल. स्वािाववकतःच ती x अशीच वलवहली जाईल. छेद 1 असणाऱ्या गुणोत्तराचें पभणांकाशंी जसे सादृश्य 
मानणे स्वािाववक (पण चुकीचे) असते, तसेच ज्या सवंमश्र संख्याचा कस्ल्पत िाग शभन्य आहे त्याचें वास्तव 
संख्याशंी सादृश्य मानणे स्वािाववक (पण चकुीचे) असते. अथात जरी तावत्त्वक दृष्ट्ट्या हे चभक असले तरी 
व्यवहारतः सोयीचे असते. “x+0i”, ऐवजी केवळ “x” आवण “0 + iy” ऐवजी केवळ “iy” वलहावयाला 
हरकत नाही. मात्र अशा वळेी “x” ही खरोखरीची वास्तव सखं्या नसभन ववशषे प्रकारची सवंमश्र सखं्या आहे 
हे ध्यानात ठेवले पावहजे. त्याचप्रकारे ज्या वळेी y, 1 असेल त्या वळेी “iy” ऐवजी “i” वलहावयालाही 
हरकत नाही. म्हणजे (0, 1) ही जोडी i ने दशयवली जाईल आवण (-1, 0) ही जोडी -1 ने दशयवली जाईल. 
आता गुणाकाराच्या आपल्या वनयमाने (0, 1) चा वगय (- ।, 0) येतो, म्हणजेच i चा वगय -1 येतो. म्हणजे 
आपण केलेल्या व्याख्येमुळे आपले सवय आवश्यक ते हेतभ साध्य होतात, असे वदसते. [पृ. ७६] 
 

प्रतलाच्या िभवमतीमध्ये सवंमश्र संख्याचंा िौवमवतक अथय माडंणे सोपे आहे, हा ववषय, W. K. Clifford 
ने आपल्या Common Sense of the Exact Science ह्या पसु्तकात व्यवस्स्थतपणे ववशद केला आहे. हे 
पुस्तक श्रेष्ठ दजाचे असले तरीही शुद्ध तार्मकक व्याख्याचें महत्त्व उमजण्यापभवी वलवहलेले आहे. 
 

आपण व्यारव्या केलेल्या संवमश्र संख्याहंभन उच्चतर कोटीच्या अशाही सवंमश्र संख्या असतात. त्या 
फारशा महत्त्वाच्या नसल्या तरी त्या संवमश्र संख्याचेंही काही उपयोग असभन िभवमतीच्या दृष्टीने त्याचें महत्त्व 
नाही असे नाही. अशा संख्याचें उदाहरण Dr. Whitehead च्या Universal Algebra मध्ये सापडेल. आपण 
वदलेल्या व्याख्येचा स्वािाववक ववस्तार केला तर n कोटीच्या (Order) संवमश्र सखं्येची व्याख्या वमळेल. 
ज्याचा प्रदेश वास्तव सखं्या आवण व्यस्त प्रदेश 1 ते n पयंतचे पभणांक आहेत’ [ले. टी. : Principles of Mathematics 
पवरच्छेद ३६० प.ृ ३७९ पाहा.] असा एक अनेक संबधं म्हणजे n कोटीची सवंमश्र संख्या अशी व्याख्या करू. 
सवयसाधारणपणे हे (x1, x2... xn) ह्या प्रतीकाने दशयवले जाते; यातंील पादाक्षरे, पभणांकाचंा पादाक्षराशंी एक 
सहसंबधं दशयवतात. हा सहसंबंध एक- अनेक असभ शकेल; एक-एकच असेल असे नाही; कारण p आवण q 
असमान असभनही xp आवण xq समान असभ शकतील. गुणाकाराची सोयीस्कर व्याख्या केल्यास, वरील 
व्याख्येने उच्चतर कोटीच्या सवंमश्र सखं्यासंबंधंीचे सवय हेतभ साध्य होतील. [अ. टी. : उच्चतर कोटीच्या सवंमश्र सखं्या 
नेहमीच वमळतात असे नाही. उदा. Hamilton ने वतसऱ्या कोटीच्या सवंमश्र सखं्या वमळवण्याचा प्रयत्न केला. तेव्हा ते त्याला शक्य झाले नाही. तर 
१८४३ मध्ये त्याला चवर्थया कोटीच्या सवंमश्र सखं्या (Quaternions) वमळाल्या. आवण आता असे प्रस्थावपत झालेले आहे की वास्तव सखं्या, दुसऱ्या 
कोटीच्या आवण चवर्थया कोटीच्या सवंमश्र सखं्या ह्याचं्याव्यवतवरक्त इष्ट गुणधमय असणाऱ्या सखं्या अस्स्तत्वात नसतात. इष्ट गुणधमय म्हणजे त्या 
सखं्यामध्ये बेरीज व गुणाकार याचं्या व्याख्या करता याव्यात आवण त्याचें क्षते्र (बीजगवणताच्या दृष्ठीने) व्हावे. वर वणयन केलेल्या तीन प्रकारच्या 
सखं्यावं्यवतवरक्त उच्च कोटीच्या दुसऱ्या कोणत्याही सखं्याचें क्षेत्र होऊ शकत नाही. पैकी चवर्थया कोटीच्या सखं्यामंध्ये तर गुणाकार क्रमवनरपेक्षही 
नसतो.] 
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येथवर आपण संख्याचं्या ज्या ववस्तारात अनंताचा अतंिाव होत नाही अशा ववस्ताराचें अवलोकन 
संपवले. सखं्या कल्पनेचा, अनंत समभहावरील प्रयोग हा आपला पढुचा ववषय असला पावहजे. 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण ८ 
 

अनांत प्रधानाांक 
 
आपण प्रकरण २ मध्ये वदलेल्या प्रधानाकंाचं्या व्याख्येचा प्रयोग प्रकरण ३ मध्ये सान्त प्रधानाकंावंर, 

म्हणजेच नेहमीच्या स्वािाववक संख्यावंर केला. त्यानंा आपण “ववगामी (Inductive)” संख्या म्हटले. 
कारण त्यानंी, 0 पासभन सुरू होणारे, गवणती ववगमन पाळले होते हे आपण पावहले. पण ज्याचं्या पदाचंी 
सखं्या ववगामी नाही असे संग्रह आपण अजभन पावहले नाहीत, आवण अशा सगं्रहानंा काही संख्या असेल ककवा 
कसे याचीही चचा आपण केली नाही. हा फार परुातन प्रश्न असभन आपल्या [अ. टी. : रसेलच्या.] काळात हा 
प्रश्न मुख्यतः गेओगय काटंोरने सोडवला आहे. फे्रगेची संख्याचंी तार्मकक मीमासंा आवण काटंोरचे संशोधन 
ह्याचं्या संयोगापासभन ज्या संख्याचं्या रूपात काही वनष्ट्कषय वमळतात, त्या सान्तातीत (Transfinite) 
संख्याचं्या ककवा अनंत संख्याचं्या मीमासेंचे स्पष्टीकरण देण्याचा प्रयत्न आपण प्रस्तुत प्रकरणात करणार 
आहोत. [पृ. ७७] 

 
जगामध्ये खरोखर अनंत सगं्रह असतीलच असे खात्रीलायक सागंता येणार नाही. ‘असे अनंत 

सगं्रह आहेत’ ह्या गहृीतालाच आपण “अनन्ताचा वसद्धातं” (Axiom of infinity) म्हणतो. हा वसद्धातं वसद्ध 
करता येईल अशी आशा जरी अनेक कारणामुंळे िासत असली, तरी ते सवय मागय तकय दुष्टच (Fallacious) 
ठरतील अशी साधार िीती वाटते. तसेच तो वसद्धातं सत्य असल्याचा ववश्वास बाळगावा इतपत वनणायक 
तार्मकक पुरावाही उपलब्ध नाही. पण त्याचबरोबर अनंत समभहाचं्या रविोधी जाईल असाही तार्मकक पुरावा 
नसल्याचे वनियाने म्हणता येते; म्हणभन तकय शास्त्रामध्ये, असले समभह अस्स्तत्वात असल्याबद्दलच्या गृहीताचा 
शोध घेणे समथयनीय ठरते. ह्या गहृीताचे व्यावहावरक स्वरूप, ‘जर n ही ववगामी सखं्या असेल तर n, n+1 
बरोबर नाही’ हे आहे असे तभतय समजभ. अनंत सगं्रहाचें अस्स्तत्व प्रवतपादन करणाऱ्या स्वरूपाचे ह्या स्वरूपाशी 
सादृश्य पहात असता ववववध सभक्ष्म मुदे्द आढळतात; पण सध्या आपण ते ववचारात घेणार नाही. नंतरच्या एका 
प्रकरणात आपण त्याचंा ववचार करू. सध्या आपण केवळ इतकेच मानभ की जर n ही एक ववगामी संख्या 
असेल तर n आवण n+1 ह्या संख्या समान नसणार. कोणत्याही दोन ववगामी संख्याचें अनुचर 
(Successor) सारखे नाहीत, हे पेआनोच्या गहृीतात अतंिभयतच आहे; कारण जर n = n+1 असेल तर n-1 
आवण n ह्याचंा अनुचर एकच, म्हणजे n, येईल. म्हणजेच, पेआनोच्या, आरंिीच्या प्रववधानात नव्हते असे 
कोणतेही नवीन ववधान गृहीत धरलेले नाही. [पृ. ७८] 
 

आता आपण प्रत्यक्ष ववगामी संख्याचंा संग्रह पाहभ या. ज्याची व्याख्या अगदी पवरपभणय आहे असा हा 
वगय आहे. प्रथमतः असे लक्षात घ्या की प्रधानाकं म्हणजे परस्पराशंी सदृश (Similar) असणाऱ्या आवण 
ह्यावं्यवतवरक्त इतराशंी समान नसणाऱ्या वगांचा संच होय; ह्या प्रधानाकंातंील ज्या सखं्या n च्या n+1 शी 
असलेल्या सबंधंाच्या दृष्टीने, 0 च्या वशंात (Posterity) असतील, म्हणजे ज्याचं्या अगंी 0 चा प्रत्येक धमय 
असेल, तसेच तसा धमय धारण करणाऱ्या संख्येच्या अनुचराच्या अंगीही तो धमय असेल अशा सखं्यानंा आपण 
“ववगामी संख्या” म्हणभ; येथे “अनुचर” चा अथय- ‘n चा अनुचर n+1 असा’ आहे. म्हणजे “ववगामी 
संख्याचंा” वगय पभणयपणे सुव्याख्यात (Welldefined) आहे. प्रधानाकंाच्या आपल्या सवयसाधारण व्याख्येनुसार 
ववगामी संख्याचं्या वगातील पदाचंी संख्या म्हणजे “ववगामी संख्याचं्या वगाशी सदृश असणारे सवय वगय” होत; 
म्हणजे आपल्या व्याख्येनुसार हा वगय म्हणजेच ववगामी सखं्याचंी संख्या होय. 
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आता, ही संख्या मात्र ववगामी संख्या असभ शकत नाही हे तर उघड वदसते. जर n ही एक ववगामी 
संख्या असेल तर 0 ते n (दोन्हीधरून) पयंतच्या संख्याचंी संख्या n+1; म्हणभन n ही कोणतीही ववगामी 
संख्या असली तर सवय ववगामी सखं्याचंी संख्या n हभन अवधक असणार. जर आपण सवय ववगामी संख्या 
त्याचं्या महते्तच्या क्रमाने मावलका म्हणभन रचल्या तर त्यात शवेटचे पद असणार नाही. पण जर n ही ववगामी 
संख्या असेल तर ज्या मावलकेच्या के्षत्रात n पदे असतील अशा प्रत्येक मावलकेत शवेटचे पद असेलच 
पावहजे हे वसद्ध करणे सोपे आहे. असले फरक हव ेतेवढे दाखवता येतील. यावरून सवय ववगामी संख्याचंी 
संख्या ही त्या सवांहभन वगेळी आहे. वतच्या अंगी सगळे ववगामी धमय नाहीत. 0 च्या अंगी एखादा धमय आहे 
आवण n च्या अगंी असता n+1 च्या आहे, पण ह्या नवीन सखं्येजवळ मात्र तो नाही, असे होऊ शकेल. अनंत 
संख्याचं्या मीमासेंला इतका ववलंब होण्यातील मुख्य अडचण म्हणजे ववगामी धमातील वनदान, काही धमय 
तरी सवय संख्याजंवळ असलेच पारहजेत ही चुकीची समजभत होय. तसेच, ते म्हणणे नाकारले तर काही 
व्याघात (Contradiction) वनमाण होतील अशीही समजभत होती. अनंत संख्याचं्या अभ्यासातील पवहली 
पायरी म्हणजे हा दृवष्टकोण चुकीचा असल्याचे उमजभन येणे ही होय. ववगामी सखं्या आवण ही नवी संख्या 
याचं्यातील, ध्यानात घेण्यासारखा आवण सवात आिययजनक फरक म्हणजे वतच्यात 1 वमळवल्याने ककवा 
वतच्यातभन 1 वजा करण्याने वतची दुप्पट ककवा वनमपट करण्याने ककवा ती लहान ककवा मोठी करण्याच्या 
दृष्टीने आपल्याला सुचतील त्या आवण सुचतील तेवढ्या वक्रया करूनही वतच्यात बदल होत नाही. 1 वमळवभन 
सुद्धा त्या संख्येत बदल होत नाही या वस्तुस्स्थतीचा उपयोग काटंोरने ज्याला तो “सान्तातीत” संख्या 
म्हणतो त्याच्या व्याख्या करण्याकरता केला आहे. पण अनेक कारणाकंरता, यापंकैी काही व्याख्याचंा 
ववचार पुढे करू. वजच्याजवळ सगळे ववगामी धमय नसतील अशी संख्या ककवा अगदी सरळ म्हणायचे तर 
ववगामी नसलेली संख्या, अशी अनंत प्रधानाकंाचंी व्याख्या करणे अवधक चागंले. काहीही असले तरी 1 
वमळवभनही बदल न होणे हा धमय महत्त्वाचा असभन आपण त्याचा थोडा वळे तरी ववचार केला पावहजे. [पृ. 
७९] 

 
एखाद्या वगाची संख्या वतच्यात 1 वमळवभनही बदलत नाही हे म्हणणे म्हणजे “जर त्या वगात 

नसणारे असे x हे पद घेतले तर ज्याचा प्रदेश तो वगय, आवण ज्याचा व्यस्त प्रदेश त्या वगात x ची िर घालभन 
वमळणारा वगय असेल असा एक वगय, ह्याचं्यात एखादा एक-एक सबंंध प्रस्थावपत करता येईल” असे 
म्हणण्यासारखेच आहे. कारण मग तो वगय त्या वगात x हे पद घालभन वमळणाऱ्या म्हणजेच एक जादा पद 
असणाऱ्या वगाशी सदृश ठरतो. मग त्याची संख्या त्याच्याहभन एक पद जास्त असणाऱ्या वगाच्या 
संख्येइतकीच असते. आवण ही संख्या n असेल तर n= n+1 राहील. ह्या वळेी n= n-1 हेसुद्धा आपल्याला 
वमळेल. [अ. टी. : जोपयंत ह्या नव्या जातीच्या सखं्याचंी वजाबाकी म्हणजे काय हे ठरत नाही तोवर n-1 हे वचन्ह अथयशभन्य आहे. वशवाय 

सान्तातीत सखं्याचंी वजाबाकी होत नसते हे लेखकानेही मभळ पसु्तकातील प.ृ ८७ वर स्पष्ट केले आहे.] म्हणजे ज्याचंा प्रदेश एक सपंभणय 
वगय आहे आवण व्यस्त प्रदेश म्हणजे त्याच वगातील एक पद कमी करून वमळणारा वगय आहे, असे एक-एक 
संबंध अस्स्तत्वात असतात. ह्या प्रकारच्या घटना अवधक सवयसामान्य पवरस्स्थतीतही घडतात, असे वसद्ध 
करणे शक्य आहे; म्हणजे एखाद्या वगाच्या एखाद्या िागाचा त्या वगाशी एक-एक संबंध प्रस्थावपत करता 
योईल. असे करणे शक्य असेल त्या वळेी, जो सहसंबधंक हे घडवतो तो सपंभणय वगाचे स्वतःच्याच एका 
िागामध्ये “आत्मके्षपण” घडवतो (Reflects); अशा वगांना “आत्मसाके्षपी (Reflexive)” म्हणतात. [अ. टी. : 
प्रचवलत गवणतात आत्मक्षेपी ही सजं्ञा ‘वगांना’ लावीत नाहीत. तर त्या ‘सबंंधाला’ आत्मक्षेपी म्हणतात व ज्या वगांच्या बाबतीत असा सबंंध प्रस्थावपत 
करता येतो त्या वगांना अनंत वगय असे म्हणतात. मभळ पसु्तक प.ृ ८८ पाहा.] म्हणभन, जो वगय स्वतःच्या उवचत (Proper) अशंाशी 
(ककवा िागाशी) सदृश असेल तो आत्मके्षपी वगय होय. [अ. टी. : गवणतीदृष्ट्ट्या स्वतः वगय हासुद्धा स्वतःचाच एक िाग मानला 

जातो. म्हणभन जो िाग सपंभणय वगाइतका नसेल त्याला उवचत िाग म्हणतात.] (उवचत िाग म्हणजे सपंभणय नसलेला िाग.) [पृ. 
८०] 
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“आत्मके्षपी” प्रधानाकं म्हणजे आत्मके्षपी वगाचा प्रधानाकं होय. 
आता आपल्याला ह्या आत्मके्षपी गुणधमाचा ववचार करावयाचा आहे. 
“आत्मके्षपणाचे” लक्षणीय असे एक मोठे उदाहरण म्हणजे Royce चे नकाशाचे उदाहरण होय. 
 
इंग्लंडच्या पृष्ठिागाच्याच एका िागावर इंग्लंडचा नकाशा काढायचा आहे, अशी कल्पना तो करतो. 

नकाशा जर अचभक असेल, त्याचा मभळ प्रदेशाशी पवरपभणय असा एक-एक संबधं राहील; म्हणजे मभळ 
प्रदेशाचाच एक िाग असलेल्या आपल्या नकाशाचा पभणय प्रदेशाशी एक-एक संबधं असतो; म्हणभन त्याच्यात 
संख्येने मभळच्या प्रदेशाइतकेच कबदभ असतात. आवण म्हणभन ही संख्या आत्मके्षपी सखं्या होय. Royce च्या 
दृष्टीने महत्त्वाची गोष्ट म्हणजे नकाशा जर अचभक असेल तर त्यात नकाशाचाही नकाशा पावहजे; म्हणभन त्यात 
नकाशाच्या नकाशाचा नकाशा असला पावहजे; आवण हे अनंत वळेा चालेल. हा मुद्दासुद्धा महत्त्वाचा आहे. 
पण तभतय आपण त्यात फार वळे घालववण्याचे कारण नाही. खरे म्हणजे अशा वैवचत्रपभणय उदाहरणामंधभनच 
आपण अवधक पवरपभणय आवण वनवित उदाहरणाकंडे वळभ; आवण त्यासाठी आपल्याला प्रत्यक्ष अंक 
मावलकेवशवाय इतर उदाहरणाचंा फारसा उपयोग होणार नाही. 

 
n चा n+1 शी असलेला सबंंध ववगामी संख्यापंुरताच मयावदत ठेवला, तर तो संबंध एक-एक 

असतो; सवय ववगामी सखं्या म्हणजे त्याचा प्रदेश असतो; 0 सोडभन सवय ववगामी संख्या त्याचा व्यस्त प्रदेश 
असतो. म्हणजे ववगामी संख्याचंा संपभणय वगय हा, त्यातभन शभन्य वगळल्यावर वमळणाऱ्या वगाशी सदृश असतो. 
पवरणामतः व्याख्येनुसार तो “आत्मके्षपी” वगय असभन त्याची संख्या म्हणजे ही एक “आत्मके्षपी” संख्या 
असते. पनु्हा, n चा 2n शी असलेला संबधं ववगामी संख्यापंुरताच मयावदत ठेवला तर, तोही एक-एक 
असतो. सवय ववगामी संख्या त्याचा प्रदेश असभन सवय सम ववगामी संख्या त्याचा व्यस्त प्रदेश असतो. म्हणभन 
ववगामी संख्याचंी एकभ ण सखं्या ही सम ववगामी संख्याचं्या एकभ ण संख्येइतकीच असते. अनंत संख्या 
अस्स्तत्वात असणे अशक्य आहे, हे वसद्ध करण्याकरता लाइस्ब्नत्झने (आवण इतरही अनेकािंी) हा गुणधमय 
वापरला होता; “अंश हा िागाच्या समान असणे हे” आत्म-व्याघाती (Self contradictory) मानले जात 
असे. पण हा वाक्प्रयोग म्हणजे, सत्यतेसाठी अज्ञात संवदग्ध गोष्टींवर अवलंबभन असणारे जे वाक्प्रयोग 
असतात अशापंैकीच एक होय. [पृ. ८१] 
 

“समान (Equal)” ह्या शब्दाला अनेक अथय आहेत. पण तो शब्द जर आपण, ज्याला सदृश 
(Similar) म्हणतो त्या अथाने वापरला तर त्यात कोणताच व्याघात (Contradiction) उद्भवत नाही; कारण 
अनंत संग्रहानंा, स्वतःशी सदृश असलेले िाग असणे हे संपभणयतः योग्य आहे. ज्या लोकानंा हे अशक्य वाटते 
ते नकळत, एक चभक करीत असतात. काही धमय हे गवणती ववगमनानेच वसद्ध करता येतात. हे धमय त्यानंा 
इतके पवरवचत असतात की सान्त के्षत्राचं्या बाहेरही ते सत्यच असले पावहजेत असे मानावयास ते लोक 
प्रवृत्त होतात. आवण मग अवधक सामान्य अशा सखं्यांनाही ते लोक ते धमय लागभ करतात. 
 

ज्या वळेी एखाद्या वगाचे, त्याच्या अशंात आपण आत्मके्षपण करू शकतो, त्या वळेी त्याच सबंधंाच्या 
साह्याने त्याच िागाचे आणखी लहान िागात आत्मके्षपण होणे अटळ ठरते, आवण त्याची आवृत्ती अनंत वळेा 
होऊ शकते. उदाहरणाथय, आपण आताच पावहल्याप्रमाणे सवय ववगामी संख्या, सवय सम संख्यामंध्ये 
आत्मके्षवपत करू शकतो; आवण त्याच संबंधाच्या (म्हणजेच n चा 2n शी जो संबधं आहे त्याच्या) साह्याने सम 
संख्या, 4 च्या पटींमध्ये आत्मके्षवपत करू शकतो; ह्या संख्या पनु्हा 8 च्या पटींमध्ये आत्मके्षवपत करू 
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शकतो;... इत्यादी. रॉइसच्या नकाशाच्या उदाहरणाचेच हे अमभतय स्वरूप आहे. सम सखं्या ह्या सवय ववगामी 
संख्याचंा “नकाशा” होत; 4 च्या पटी म्हणजे नकाशाचा नकाशा होय. 8 च्या पटी म्हणजे नकाशाच्या 
नकाशाचा नकाशा होय; जर आपण हीच प्रवक्रया n च्या n+1 शी असलेल्या संबंधाला लावली तर 
आपल्याला “नकाशा” म्हणजे 0 सोडभन उरलेल्या सवय सखं्या वमळतील, नकाशाचा नकाशा म्हणजे 2 पासभन 
पुढच्या सवय संख्या; नकाशाच्या नकाशाचा नकाशा म्हणजे 3 पासभन पुढच्या सवय संख्या वमळतील. ह्या 
उदाहरणाचंा मुख्य उपयोग आत्मके्षपी वगांशी आपला पवरचय होण्याकरता होईल. ह्याचं्या साह्याने 
आपल्याला, बाह्यतः ववरोधी िासणाऱ्या अंकगवणती ववधानानें रूपातंर, आत्मके्षपणाचं्या आवण वगांच्या 
िाषेत करता येईल; त्यात ववरोधािासाचा िास जरा कमी राहील. 

 
ववगामी प्रधानाकंाचं्या संख्येची व्याख्या देणे उपयुक्त ठरेल. ह्यासाठी आपण प्रथम, ववगामी 

प्रधानाकंाचं्या, महते्तच्या क्रमामुळे ज्या मावलका वमळतात त्याचं्या वनरवनराळ्या व्याख्या करू. वजला “श्रढेी 
(Progression)” म्हणतात तशा प्रकारच्या मावलकाचंा ववचार प्रकरण 1 मध्ये पभवीच केला आहे. ज्या 
मावलका क्रमवारपणाच्या (Consecutiveness) संबंधापंासभन जवनत करता येतात अशा प्रकारची ती 
मावलका आहे; अशा मावलकेच्या प्रत्येक सदस्याला अनुचर असभन, ज्याला पभवयचर नाही असा एकच सदस्य 
असतो; आवण “लगतचा अनुचर” (Immediate predecessor) ह्या सबंधंाला अनुलक्षभन, मावलकेचा प्रत्येक 
सदस्य ह्या सदस्याच्या वशंात असतो. ही लक्षणे पुढील व्याख्येत एकवत्रत करून माडंता येतील. [ले. टी. : 

Principia Mathematica vol. ii पृष्ठ १२३ पाहा.] [पृ. ८२] 
 

ज्या एक-एक संबंधाचे नेमके एकच पद असे असते की ते प्रदेशात असेल पण व्यस्त प्रदेशात नसेल, 
आवण संपभणय प्रदेश हा त्या पदाच्या वशंाशी एकरूप असेल तो संबधं म्हणजे श्रेढी होय. 

 
ह्याप्रमाणे व्याख्या केलेली कोणतीही श्रेढी पेआनोचे पाचही वसद्धातं पाळते हे पाहणे सोपे आहे. 

ज्याला तो 0 म्हणतो त्या वठकाणी, प्रदेशात असलेले पण व्यस्त प्रदेशात नसलेले पद येते; ज्या पदाचा 
वदलेल्या पदाशी प्रस्तुत एक-एक संबधं असेल ते पद म्हणजे त्या वदलेल्या पदाचा अनुचर होय; आवण 
एक-एक संबधंाचा प्रदेश म्हणजेच, ज्याला तो “संख्या” म्हणतो तो होय. पाच वसद्धातं क्रमाने घेतल्यास, 
आपल्याला पढुील रूपातंरे वमळतील:— 

 
(१) “0 ही संख्या आहे” याचे रूपातंर पुढीलप्रमाणे होईल: “प्रदेशाचा सदस्य असभन व्यस्त 

प्रदेशाचा सदस्य नसलेला घटक प्रदेशाचा सदस्य असतो. “अशा प्रकारचे एक पद असाव ेअसे जे आपण 
व्याख्येत म्हटले आहे त्याच्याशी हे समानाथी होईल. आपण ह्या सदस्याला “पवहले पद” म्हणभ. 

 
(२) “कोणत्याही संख्येची अनुचर सखं्याच असते” याचे रूपान्तर “प्रदेशातील वदलेल्या सदस्याशी 

ज्या पदाचा इष्ट तो संबधं असतो, तो त्या प्रदेशाचा सदस्यच असतो” असे होईल. हे पुढीलप्रमाणे वसद्ध 
करता येईल. व्याख्येनुसार प्रदेशाचा प्रत्येक सदस्य पवहल्या पदाच्या वशंात असतो. म्हणभन प्रदेशातील 
सदस्याचा अनुचर हा पवहल्या पदाच्या वशंाचाही सदस्य असतो. (कारण वशंाच्या सामान्य व्याख्येनुसार 
एखाद्या पदाच्या वशंात त्याचा अनुचर असतो.) पवरणामी तो, प्रदेशाचाही सदस्य असतो, कारण 
व्याख्येनुसार पवहल्या पदाचा वशं म्हणजेच प्रदेश होय. 
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(३) “कोणत्याही दोन संख्यानंा एकच अनुचर नसतो” हे, प्रस्तुत संबधं एक-अनेक असल्याचे 
म्हणण्याप्रमाणे आहे, आवण तो व्याख्येनुसार (एक-एक असल्याने) एक-अनेक आहेही. 

 
(४) “0 ही संख्या कोणत्याही संख्येचा अनुचर नाही” हे, “पवहले पद व्यस्त प्रदेशाचा सदस्य नाही” 

असे होते; हेही व्याख्येवरूनच आपल्याला वमळते.  
 
(५) हे गवणती ववगमन आहे; आवण त्याचे रूपात “प्रदेशाचा प्रत्येक सदस्य पवहल्या पदाच्या वशंात 

असतो” असे होते आवण हेही आपल्या व्याख्येवरूनच वमळते. [पृ. ८३] 
 

याप्रमाणे पेआनोने ज्याचं्यापासभन अंकगवणत वनगवमत केले ते पाच तार्मकक धमय आपण व्याख्या 
केल्यानुसार श्रेढींच्याही अंगी आहेत. प्रकरण ६ मध्ये आपण संबधंाचं्या सादृश्याची व्याख्या केली आहे. त्या 
व्याख्येच्या अथाने कोणत्याही दोन श्रढे्या “सदृश” असतात हे दाखवणे सोपे आहे. अथात ज्या एक-एक 
संबंधापासभन आपण श्रेढीची व्याख्या करतो त्यापासभन मावलकारूप संबधंही आपल्याला माडंता येईल; त्याची 
पद्धत आपण प्रकरण ४ मध्ये स्पष्ट केलेलीच आहे; हा संबधं म्हणजे एखाद्या पदाचा, मभळ संबंधाला अनुलक्षभन 
होणाऱ्या त्याच्या उवचत वशंाच्या सदस्याशंी असलेलाच संबंध होय. 
 

श्रेढी जवनत करणारे कोणतेही दोन संक्रमणीय (Transitive) आवण असवंमत (Asymmetrical) 
संबंध सदृश असतात; ज्या कारणामुळे त्यातंील एक-एक संबंध सदृश असतात त्याच कारणामुंळे (श्रढेी 
जवनत करणारे) हे संबधंसुद्धा सदृश असतात. श्रेढींच्या अशा सवय संक्रमणीय जनकाचंा वगय, हा प्रकरण ४ 
च्या अथानुसार “मावलका-अंकच” असतो; खरे म्हणजे, सवय प्रकारच्या अनंत मावलका-अंकातंील हा 
मावलका-अंक लघुतम असतो. याला काटंोरने ω (ओमेगा, ग्रीक अक्षर) हे नाव वदले आवण त्याच नावाने तो 
अंक ओळखला जातो. 

 
पण तभतय तरी आपल्याला प्रधानाकंापंुिताच ववचार करावयाचा आहे. ज्या अथी दोन श्रेढी म्हणजे 

सदृश संबधं असतात, त्या अथी त्याचें प्रदेशही (ककवा त्याचंी के्षते्र, ती येथे प्रदेशच आहेत) सदृश वगयच 
असतात, हेही सरळ आहे. श्रेढींचे प्रदेश, प्रधानाकं वनमाण करतात, कारण कोणत्याही श्रढेीच्या प्रदेशाशी 
सदृश असणारा प्रत्येक वगय स्वतः सुद्धा एखाद्या श्रेढीचा प्रदेश असल्याचे दाखवता येते. सवय अनंत 
प्रधानाकंामंध्ये हा लघुतम असतो; ह्या अकंास।ठीच काटंोरने अलेफ हे वहब्रभ अक्षर त्याला उवचत असे 0 हे 
पादाक्षर लावभन वापरले; कारण अन्य पादाक्षरानंी युक्त अशा गुरुतर अनंत प्रधानाकंापंासभन त्याचें विन्नत्व 
त्याला दशयवावयाचे होते. याप्रमाणे लघुतम अनंत प्रधानाकंाचे नाव 

(अलेफ-शभन्य) आहे.  
 
एखाद्या वगात पदे आहेत असे म्हणणे म्हणजे तो वगय चा एक सदस्य आहे असे 

म्हणण्यासारखेच आहे. तसेच, हे म्हणणे, त्या वगाचे सदस्य श्रढेी रुपात रचता येतात असे म्हणण्यासारखे 
सुद्धा आहे. जर एखाद्या श्रढेीमधभन आपण काही सान्त पदे वगळली, ककवा एका आड एक पदे वगळली, 
ककवा प्रत्येक दहाव ेवा शिंराव ेसोडभन बाकीची सवय वगळली, तरी ती श्रेढीच राहील हे उघड आहे. ह्या 
पद्धतींनी आपण श्रेढी पातळ करीत गेलो तरी श्रढेी ह्या श्रढेीच राहतात, आवण त्याचं्या पदाचंी सखं्या कमी 
होत नाही, ती इतकीच राहते. खरे तर श्रढेीमधभन कशीही वनवड केली, ती वकतीही ववरळ झाली, तरी 
जोवर वतला शवेटचे पद नाही तोवर ती श्रढेीच राहते. nn,  अशा प्रकारच्या ववगामी संख्या घेतल्या 
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आहेत असे समजा. संख्यामावलकेत अशा प्रकारच्या संख्या अवधकावधक ववरळ होत जातात, आवण तरीही 
त्याचंी संख्या ववगामी संख्याइंतकीच म्हणजे  इतकीच असते. [पृ. ८४] 

 
ह्याउलट, ववगामी संख्याचंी सखं्या न वाढवता त्यातं आपणाला आणखी काही पदाचंी िरही 

घालता येते. उदाहरणाथय, गुणोत्तरे घ्या. गुणोत्तराचंी संख्या पभणांकाहभन पुष्ट्कळ जास्त असणार असेच 
कोणालाही वाटेल. कारण ज्या गुणोत्तराचें छेद 1 आहेत ते पभणांकाशंी सबंद्ध आहेत, आवण त्यामुळे पभणांक हे 
गुणोत्तराचं्या अत्यल्प अंशाइतके असल्याचे िासतात. पण खरोखरी गुणोत्तरांची (ककवा अपभणांकाचंी) संख्या 
नेमकी ववगामी संख्याचं्या इतक्या संख्येइतकीच, म्हणजे इतकीच असते. सवय गुणोत्तरे खालील 
योजनेनुसार रचभन हे पडताळभन पाहणे सोपे आहे: जर एखाद्या अपभणांकाचं्या अंशाची आवण छेदाचंी बेरीज 
दुसऱ्या अपभणांकाचं्या अंश छेदाचं्या बेरजेहभन लहान असेल तर तो अपभणांक दुसऱ्या अपभणांकाच्याआधी 
वलहा. जर ही बेरीज सारखी असेल तर ज्याचा अंश लहान असेल तो अपभणांक आधी वलहा. ह्यामुळे पुढील 
मावलका वमळेल: 

 
1, 1/2, 2, 1/3, 3, 1/4, 2/3, 3/2, 4, 1/5,........ 

 
ही मावलका श्रेढीच आहे. आवण केव्हा ना केव्हा वहच्यात प्रत्येक गुणोत्तर येणारच. म्हणजे आपल्याला सवय 
गुणोत्तरे श्रेढीत रचता येतात, आवण म्हणभन त्याचंी सखं्या  आहे, असे ठरते. 

 
तरी पण सवणच अनंत समभहामंध्ये पदे असतात असे मात्र नव्हे. उदाहरणाथय वास्तव संख्याचंी 

संख्या हभन अवधक असते; खरे म्हणजे ती इतकी असते आवण जेव्हा n अनंत असेल तेव्हाही 2n ही 
संख्या n हभन मोठी असल्याचे दाखवणे अवघड नाही. हे वसद्ध करण्याचा सवात सोपा मागय म्हणजे प्रथम, 
एखाद्या वगात n पदे असतील तर त्याचे एकभ ण 2n उपवगय (Subclasses) असतात असे दाखवणे. वनराळ्या 
शब्दातं सागंावयाचे तर वगेवगेळ्या प्रकारे त्याचे सदस्य वनवडण्याचे (यातं सवय सदस्य वनवडणे ककवा एकही 
न वनवडणे हे दोन्ही टोकाचें प्रकार अंतिभयत आहेत) एकभ ण 2n प्रकार आहेत. आवण दुसरा मागय म्हणजे 
एखाद्या वगाच्या उपवगाची संख्या त्या वगाच्या संख्येहभन अवधक असल्याचे दाखवणे. ह्या प्रववधानापंैकी 
पवहले प्रववधान तर सान्त सखं्याचं्या बाबतीत सत्य असल्याचे मावहतीच आहे. आवण ते अनंत संख्यानाही 
लागभ करणे अवघड नाही. [ अ. टी. : n अनंत असता हे कसे दाखवणार याचा ववचार लेखकाने केला आहे की नाही ते कळत नाही. n 
अनंत असता 2n ह्याला नेहमीचा अथय देणे शक्य नाही. n सखं्या असलेल्या वगाच्या उपवगांचा प्रधानाकं अशी 2n ची व्याख्याच करतात.] 
दुसऱ्याची वसद्धता इतकी सोपी आवण उद बोधक आहे की ती येथे देणे योग्य होईल. [पृ. ८५] 
 

पवहल्या प्रथम, वदलेल्या वगाच्या (समजा α) उपवगाची संख्या वनदान त्या वगाच्या संख्येइतपत 
आहे, हे पाहणे सरळ आहे. कारण प्रत्येक सदस्यामुळे एकेक उपवगय वमळेल. याप्रमाणे आपल्याला सवय 
घटकाचंा काही उपवगांशी सहसंबधं जोडता येतो. यावरून, जर उपवगांची संख्या सदस्याचं्या संख्येशी 
समान नसेल तर ती वतच्याहभन अरधक असणार हे वसद्ध होते. आता ही संख्या समान नाही हे दाखवणे सोपे 
आहे. त्याकरता असे दाखवावयाचे की ज्याचा प्रदेश सदस्यानंी बनला आहे आवण व्यस्त प्रदेश उपवगांच्या 
एखाद्या संचात आहे असा कोणताही एक-एक संबधं घेतला तरी त्याच्या व्यस्त प्रदेशात नसेल असा एक 
तरी उपवगय असतोच. वसद्धता अशी [ले. टी. : काही सुधारणा करून ही वसद्धता काटंोरकडभन घेतलेली आहे: Jahresbericht der 
deustschen Mathematiker Vereinigung यारेस्वेवरख्ट डेर डॉइट्ठ्शने माटेमावटकेर फेराइवनगुङ् (जमयन गवणतज्ञ सघंाचा वार्मषक वतृ्तान्त) i 
(1892) पृ. ७७ पाहा.]: ज्या वळेी α मधील सवय घटक आवण त्याचे काही उपवगय याचं्यामध्ये R हा कोणताही एक, 
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एक-एक सहसंबधं प्रस्थावपत केला असेल त्या वळेी एकतर x हा सदस्य वदला असता तो ज्या उपवगाशी 
सहसंबवंधत आहे त्याचा सदस्यच असेल; ककवा x हा ज्या उपवगाशी सहसंबवंधत आहे त्याचा तो सदस्य 
नसेल. जे सदस्य आपल्या सहसंबंवधत उपवगांचे घटक नाहीत अशा सवय x सदस्याचंा β हा एक वगय बनवभ. 
हा α चाच एक उपवगय असभन तो α च्या कोणत्याही सदस्याशी सहसबंंवधत नसणार असे दाखवता येते. 

 
कारण प्रथम β चे सदस्य घेतल्यास त्यापकैी प्रत्येक (β च्या व्याख्येनुसार) पद ज्याचा ते सदस्य 

नाही, अशा कोणत्या तरी उपवगाशी सहसंबवंधत असणार म्हणभन β शी सहसबंंवधत नसणार. नंतर β चे 
सदस्य नसलेली पदे घेतल्यास त्यापकैी प्रत्येक सदस्य (β च्या व्याख्येनुसार), तो ज्याचा सदस्य आहे अशा 
एखाद्या उपवगाशी सहसबंवंधत असणार, म्हणजे पनु्हा β शी सहसबंवंधत नसणार. याप्रमाणे α चा कोणताही 
सदस्य β शी सहसबंवंधत राहात नाही. पण सदस्य आवण काही उपवगय याचं्यातंील, R हा कोर्ताही एक, 
एक-एक सहसबंंध होता; त्यामुळे सवय उपवगांशी सवय सदस्याचंा संबधं जोडला जाईल असा एकही 
सहसंबधं असणार नाही. β मध्ये एकही सदस्य नसला तरीही काही वबघडत नाही. या प्रकारात काय होत 
असेल तर, जो उपवगय वगळल्याचे आपण दाखवत असतो तो वरक्त (Empty, Null) वगय असेल इतकेच. 
म्हणभन कसाही ववचार केला तरी उपवगाची संख्या सदस्याचं्या संख्येइतकी येत नाही; त्यामुळे, पभवी 
म्हटल्याप्रमाणे, सदस्याचं्या संख्येपेक्षा ती सखं्या मोठी असणार. सदस्याचंी संख्या n असल्यास ही 
उपवगांची संख्या 2n असते ह्या प्रववधानाबरोबर ह्या ववधानाचा ववचार करून आपल्याला n ही संख्या अनंत 
असली तरी 2n ही सखं्या नेहमी n पेक्षा मोठी असते, असे प्रमेय वमळते. अनंत प्रधानाकंामंध्ये महत्तम सखं्या 
नसते हे ह्या प्रववधानावरून वमळते. n ही अनंत संख्या वकतीही मोठी असली तरी 2n त्यापेक्षाही आणखी 
मोठी असते. जोवर आपल्याला अनंत संख्याचंा पुरेसा पवरचय होत नाही तोवर त्याचें अंकगवणत काहीसे 
आिययकारक वाटते. उदाहरणाथय आपल्याला असे वदसते की, [पृ. ८६] 
 

+ 1 = , 

 
+ n = , येथे n ही कोणतीही ववगामी संख्या असेल. =    

(हे गुणोत्तराचं्या उदाहरणावरून वमळते. कारण, गुणोत्तर हे ववगामी सखं्याचं्या जोडीवरून [अ. टी. : क्रवमत 

Ordered.] वमळत असल्याने गुणोत्तराचंी संख्या ववगामी संख्येच्या वगाइतकीच येते म्हणजे  येते हे पाहणे 
सोपे आहे. पण आपण पावहले आहे की ती संख्या इतकीसुद्धा आहेच) = , येथे n ही कोणतीही 
ववगामी-संख्या आहे. (हे =  वरून ववगमनाने वमळेल; कारण जर = असेल तर 

= = ) मात्र, > · ही फार महत्त्वाची संरव्या आहे. हे खरे म्हणजे आपण नंतर 
पाहणारच आहोत. काटंोरने ज्या अथाने “सातंत्य” (Continuity) हा शब्द वापरला आहे त्या अथाने वजला 
सातंत्य आहे अशा- मावलकेच्या पदाचंी ती संख्या आहे. ह्या अथाने अवकाश आवण काल हेही संतत आहेत 
असे मानल्यास (तसे बहुधा आपण वैश्लवेषक िभवमती (Analytical Geometry) आवण गवतशास्त्र 
(Kinematics) यामंध्ये करतोच) ही संख्या म्हणजे अवकाशातील कबदभंची ककवा काळातील क्षणाचंी संख्या 
ठरेल; ही संख्या म्हणजे, अवकाशाच्या कोणत्याही सान्त िागातील कबदभंचीसुद्धा सखं्या होईल. असा िाग 
म्हणजे एखादी रेषा ककवा के्षत्र ककवा घन िाग असेल. [पृ. ८७] 

 
अनंत प्रधानाकंामंध्ये बेरीज व गुणाकार जरी नेहमीच शक्य असले तरी वजाबाकी आवण िागाकार 

याचं्यामुळे नेहमीच वनवित उत्तरे वमळतात असे नाही; आवण त्यामुळे त्याचंा उपयोग प्राथवमक गवणताप्रमाणे 
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करता येणार नाही. प्रारंिीचे उदाहरण म्हणभन वजाबाकी घ्या: वजा करावयाची संख्या जोवर सान्त आहे 
तोवर सवय ठीक चालेल; जर दुसरी सखं्या आत्मके्षपी असेल तर उत्तर बदलत नाही. म्हणजे जोवर n सान्त 
आहे तोवर — n = . इथपयंत वजाबाकीपासभन वनवश्रत असे उत्तर वमळते. पण मधभन च वजा 
केल्यास वनराळीच पवरस्स्थती उद्भवते; मग आपल्याला 0 पासभन पयंत कोणतेही उत्तर वमळभ शकेल. हे 
उदाहरणावंरून सहज वदसेल. ववगामी संख्याचं्या संग्रहामधभन पदे असलेले खालील संग्रह काढभन घ्या. 

 
(१) सवय ववगामी सखं्या— बाकी, काहीही नाही. 
(२) n पासभन सवय ववगामी सखं्या— बाकी, 0 ते n - 1 पयंतच्या संख्या-एकभ ण n. 
(३) सवय ववषम संख्या— बाकी सवय समसखं्या, एकभ ण . 
 
हे सवय मधभन वजा करण्याचे प्रकार आहेत, आवण ह्या सवांत वनरवनराळी उत्तरे येतात असे 

वदसते. 
 
िागाकाराच्या दृष्टीने पाहता ला 2 ककवा 3 ने ककवा कोणतीही सान्त संख्या n ने ककवा ने 

गुणल्यास उत्तर येते. ह्यावरून असे वदसते की ला ने िागल्यास 1 ते पयंत कोणतेही उत्तर 
येऊ शकेल. 

 
वजाबाकी आवण िागाकार यातंील सवंदग्धतेमुळे असे वदसते की, ऋण संख्या आवण गुणोत्तरे याचंा 

ववचार अनंत सखं्याचं्या ववषयात करता येणार नाही. बरेीज, वजाबाकी व घातकरण समाधानकारकपणे 
वमळभ शकतात, पण व्यस्त वक्रया— वजाबाकी, िागाकार आवण मभलकरण ह्या वक्रया— सवंदग्ध आहेत आवण 
त्यामुळे अनन्त संख्याचंा ववचार करताना त्या वक्रयावंर अवलंबभन असलेल्या कल्पना कोसळभन पडतात. 

 
सान्तत्वाची (Finitude) व्याख्या करताना योजलेला लक्षणधमय म्हणजे गवणती ववगमन, म्हणजे 0 

पासभन आरंि होणारे गवणती ववगमन पाळणाऱ्या संख्येला आपण सान्त संख्या म्हटले. तसेच, ज्यावळेी 
एखाद्या वगाची संख्या सान्त असेल त्या वळेी त्याला सान्त वगय म्हटले. एखाद्या व्याख्येमुळे, होणारा अपेवक्षत 
पवरणाम ह्या व्याख्येमुळे होतो. सवयसामान्य संख्या-मावलकेत येणाऱ्या ०,1 2, .... ह्या सान्त संख्या होत. पण 
प्रस्तुतच्या प्रकरणात ज्याचें वववचेन केले आहे त्या संख्या अववगामी (Non–inductive) आहेत. इतकेच 
नव्हे तर त्या संख्या आत्मके्षपी (Reflexive) सुद्धा आहेत. काटंोरने आत्मके्षपणाचा उपयोग अनन्ताचंी 
व्याख्याच करण्यासाठी केला. आत्मके्षवपत्व हे अववगावमत्वाशी समानाथी आहे असा त्याचा ववश्वास होता; 
म्हणजे असे की, कोणताही वगय आवण कोणताही प्रधानाकं एक तर ववगामी असतो ककवा आत्मके्षपी असतो. 
हे ववधान सत्य आहे, आवण त्याची वसद्धता देणेही शक्य आहे. परंतु काटंोरने आवण इतर लेखकानंी (एके 
काळी प्रस्तुत लेखकाचाही यातं अतंिाव होता) माडंलेल्या वसद्धता तकय दुष्ट आहेत. जेव्हा आपण 
“गुणन-वसद्धान्ताचा (Multiplicative axiom)” ववचार करू तेव्हा याचे कारण पाहभ. [पृ. ८८] 

 
ववगामीही नाहीत आवण आत्मके्षपीही नाहीत अशाप्रकारचे वगय ककवा प्रधानाकं आहेत ककवा नाहीत हे 

अजभन मावहती नाही. जर n हा असा एखादा प्रधानाकं असेल तर आपल्याला n = n+1 वमळणार नाही. पण 
मग n ही “स्वािाववक संख्या” सुद्धा असणार नाही, आवण n जवळ एका तरी ववगामी गुणधमाची उणीव 
असेल. ज्ञात असे सवय अनन्त वगय आवण प्रधानाकं हे आत्मके्षपी आहेत. पण तभतय आपले मन खुले ठेवणे चागंले 
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–, जे आत्मके्षपीही नाहीत आवण ववगामीही नाहीत अशा वगांची आवण प्रधानाकंाचंी, आजवर अज्ञात 
असलेली, अशी उदाहरणे कदावचत वमळभही शकतील. तोवर आपण पुढील व्याख्या स्वीकारू— 

जो रवर्गामी असेल तो वगय, ककवा प्रधानाकं सान्त होय. 
 
जो रवर्गामी नसेल तो वगय ककवा प्रधानाकं अनन्त होय. सवय आत्मके्षपी वगय आवण प्रधानाकं हे अनन्त 

असतात; पण सगळेच अनन्त वगय ककवा प्रधानाकं आत्मके्षपी आहेत ककवा कसे हे सध्या मावहती नाही. ह्या 
ववषयाकडे, आपण पनु्हा प्रकरण १२ मध्ये वळभ. 

 
❑❑❑ 
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प्रकरण ९ 
 

अनांत माणलका आणि क्रणमक सांखया 
 
ज्या मावलकेचे के्षत्र अनन्त वगय असते अशी मावलका म्हणजे “अनन्त मावलका” होय, अशी व्याख्या 

करता येईल. एका प्रकारच्या अनन्त मावलकेचा, म्हणजे श्रेढींचा (Progression) ववचार आपण पभवीच केला 
आहे. ह्या प्रकरणात, ह्या ववषयाचा ववचार आपण अवधक व्यापकतेने करणार आहोत. [पृ. ८९] 
 

अनन्त मावलकाचें ध्यानात येण्यासारखे एक अत्यंत महत्त्वाचे लक्षण असे की केवळ वतच्या पदाचं्या 
क्रमात बदल केल्यास वतचा मावलका-अंक बदलतो. ह्या दृष्टीने पाहता प्रधानाकं आवण मावलका-अंक ह्यातं 
काही ववरोध आहे. आत्मके्षपी वगामध्ये काही पदाचंी िर घालभनसुद्धा त्याच्या प्रधानाकंात बदल न होणे शक्य 
असते; तर दुसरीकडे मावलकेत पदाचंी िर न घालता ककवा पदे कमी न करता पदाचंी केवळ पुनरयचना 
करून सुद्धा वतचा मावलका-अंक बदलभ  शकतो. पण त्याचवळेी कोणत्याही अनन्त मावलकेच्या बाबतीत 
प्रधानाकंापं्रमाणे, मावलका-अंक न बदलता वतच्यात काही पदाचंी िर घालता येते. कोणत्या पद्धतीने ही िर 
घातली आहे ह्यावर सवय काही अवलंबभन असते. 

 
सवय वववचेन स्पष्ट होण्याकरता, उदाहरणानंी सुरुवात करणे सवोत्तम. प्रथम ववववध हेतभ मनात 

बाळगभन, त्याप्रमाणे रचना करून, ववगामी संख्यापंासभन वमळणाऱ्या अनेक विन्न विन्न प्रकारच्या मावलकाचंा 
ववचार करू. 1, 2, 3, 4,..., n,......, ह्या मावलकेपासभन आपण आरंि करू. ह्या मावलकेचा मावलका–अकं 
लघुतम अनंत संख्या असल्याचे आपण पावहले आहे. ह्याला काटंोर ω म्हणतो. वहच्यातील प्रत्येक सम अकं 
क्रमाक्रमाने काढभन, तो शवेटी वलहभन ती ववरळ करू या. आपल्याला क्रमशः पढुील मावलका वमळतात: [पृ. 
९०] 

 
1, 3, 4, 5,....., n,....., 2 
1, 3, 5, 6......., n+1, ... ... 2, 4 
1, 3, 5, 7.. .... n+2 ... ... 2, 4, 6 

 
इत्यादी. जर ही प्रवक्रया जेवढ्या वळेा अमलात आणणे शक्य आहे तेवढ्या वळेा अमलात आणली 

आहे अशी कल्पना केली तर आपल्याला सरते शवेटी, 
 

1, 3, 5, 7,.... 2n+1,......2, 4, 6, 8,...........2n, ... 
 

ही मावलका वमळते. वहच्यामध्ये प्रथम सवय ववषम अंक येतात आवण नंतर सम अंक येतात. 
 

ह्या ववववध मावलकाचें मावलका-अकं क्रमशः ω +1, ω + 2, ω + 3 ... 2ω असे आहेत. यातील 
प्रत्येक अकं पभवीच्या अंकापेक्षा खालील अथाने “मोठा” आहे— 
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ज्या वळेी एक मावलका-अकं असणाऱ्या मावलकेत दुसरा मावलका–अंक–असणाऱ्या मावलकेचा 
अंश अंतिभयत असेल (पण दुसरा मावलका-अंक असणाऱ्या कोणत्याही मावलकेत पवहला मावलका-अंक 
असणाऱ्या मावलकेचा अंश अतंिभयत नसेल) त्या वळेी पवहला दुसऱ्याहभन मोठा आहे असे म्हणतात. 

 
जर आपण 
1, 2, 3,.......n,...... 
1, 3, 4,...... n+1..... .2, 
 

ह्या मावलकाचंी तुलना केली तर आपल्याला असे वदसते की पवहली दुसऱ्याच्या एका िागाशी, म्हणजे 2 
वगळभन वमळणाऱ्या िागाशी सदृश आहे. पण दुसरी पवहल्याच्या कोणत्याही िागाशी सदृश नाही. (हे उघड 
आहे. पण सहज दाखवताही येईल.) तेव्हा व्याख्येनुसार दुसऱ्या मावलकेचा मावलका–अंक पवहल्यापेक्षा 
मोठा आहे. म्हणजे ω + 1, ω हभन मोठा आहे. पण एखादे पद आपण श्रढेीच्या शवेटी घालण्याऐवजी वतच्या 
आरंिी घातले तर आपल्याला पनु्हा श्रेढीच वमळते. म्हणजे 1 + ω = ω म्हणजेच 1 + ω हा ω +1 इतका 
नसतो. सवयसाधारणतः संबधं–गवणताचे हे व्यवच्छेदक लक्षण आहे. जर  μ आवण  ν हे संबंधाकं असतील 
तर सामान्यतः μ + ν, ν + μ  इतका नसतो. सान्त क्रवमक संख्याचं्या (Ordinals) बाबतीत, म्हणजे जेथे 
अशी समानता उद िवत असेल, तेथे ती अपवादिभतच आहे.  

 
आता, सरतेशवेटी आपल्याला वमळालेली मावलका प्रथम सवय ववषम संख्याचंी आवण मग सवय सम 

संख्याची बनवलेली होती, आवण वतचा मावलका–अंक 2ω होता. हा अंक  ω ककवा ω+n पेक्षा मोठा आहे; 
येथे n एक सान्त सखं्या आहे. क्रमाच्या सवयसाधारण व्याख्येनुसार, पभणांकाच्या रचनेतील प्रत्येक रचना 
वनवित अशा एखाद्या सबंंधामुळे वमळाली आहे असे मानले पावहजे. हे पाहणे महत्त्वाचे आहे. उदा. वजच्यात 
केवळ 2 ही संख्या शवेटी टाकलेली आहे ती रचना पढुील संबधंाच्या साह्याने व्याख्यात करता येईल:– “x 
आवण y हे सान्त पभणांक आहेत. एक तर y, 2 असेल आवण x, 2 नसेल; ककवा कोणीच 2 नसेल आवण x, y 
पेक्षा लहान असेल.” वजच्यात सवय ववषम सखं्या प्रथम आवण नंतर सवय सम सखं्या येतात वतची व्याख्या अशी 
करता येईल: “x आवण y सान्त पभणांक असभन, एक तर x ववषम आवण y सम असेल ककवा x, y पेक्षा लहान 
असभन दोन्ही ववषम असतील ककवा दोन्ही सम असतील.” यापुढे आपण ही सभते्र देत बसण्याचा त्रास घेणार 
नाही. पण ती देता येतात हीच बाब महत्त्वाची आहे. [पृ. ९१] 
 

ज्या संख्येला आपण 2 ω  म्हटले आहे वतला म्हणजे वजच्यात दोन श्रेढी आहेत अशा मावलकेच्या 
सखं्येला कधीकधी ω 2 सुद्धा [प्रचवलत गवणतात ω2 असेच म्हणतात. 2ω चा अथय 2 x ω असभन त्याचे उत्तर ω असे येते. P. R. 

Halmos चे Naive Set theory – Van Nostrand – Section 19 & 21 पाहा.] म्हणतात. बरेजेप्रमाणेच गुणाकारसुद्धा, 
गुणकाचं्या क्रमावर अवलंबभन असतो. जोड्ाचं्या श्रेढीमुळे खालील प्रकारची मावलका वमळेल. 

 
x1, y1, x2, y2, x3, y3,...........; xn, yn........, 
 

ही स्वतः पनु्हा श्रढेीच आहे, पण श्रेढीच्या जोडीमुळे वमळणारी मावलका श्रढेीच्या दुप्पट लाबंीची असते. 
म्हणभन 2ω  आवण ω · 2 याचं्यात िेद करणे आवश्यक ठरते. याचं्या वापरामध्ये ववववधता आहे; आपण 
श्रेढींच्या जोडीकरता 2ω वापरू आवण जोड्ाचं्या श्रढेीकरता ω · 2 वापरू; हा आपला संकेत, α, β हे 
संबंधाकं असता “α · β” ला द्यावयाच्या सवयसाधारण अथाकरताही लागभ पडतो; “α · β” चा अथय प्रत्येकी β 
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पदे असणाऱ्या एकभ ण α संबधंाचंी सोईस्करपणे केलेली बेरीज, असा केला पावहजे. ववगामी संख्या ववरळ 
करण्याची प्रवक्रया आपण वाटेल वततक्या वळेा करू शकतो. उदाहरणाथय, आपण प्रथम ववषम अंक माडंभ  
नंतर त्याचं्या दुप्पटी माडंभ , मग त्याचं्या दुपटी, इत्यादी. मग आपल्याला, 
 

1, 3, 5, 7,..........; 2, 6, 10, 14........; 4, 12, 20, 24,.........;  
8, 24, 40, 56,..........; 
 

ही मावलका वमळेल. वतची संख्या ω 2 येईल कारण ती श्रेढींची श्रेढी आहे. ह्या नव्या मावलकेतील 
कोणतीही श्रढेी, अथातच पभवीच्या श्रढेींप्रमाणेच ववरळ करता येईल; मग याप्रमाणे आपण ω3, ω4,.., ω ω... 
इ. पावहजे वततके लाबं जाऊ शकभ ; आवण वकतीही पढेु गेलो तरी आणखी पुढे जाणेही शक्य राहील. [पृ. 
९२] 
 

ह्या प्रकारे वमळणाऱ्या, म्हणजे श्रेढी ववरळ करून वमळणाऱ्या सवय क्रवमक संख्याचंी (Ordinals) 
मावलका ही श्रेढीची पनुरयचना करून वमळणाऱ्या कोणत्याही मावलकेपेक्षा लाबं असते. (हे वसद्ध करणे 
अवघड नाही.) अशा क्रवमक संख्याचं्या वगाचा प्रधानाकं हभन मोठा दाखवता येईल; ह्याच संख्येला 
काटंोर 1, म्हणतो. एखाद्या पासभन बनवता येणाऱ्या सवय क्रवमक संख्याचं्या मावलकेच्या क्रवमक 
संख्येला ω1 म्हणतात. म्हणजे ज्या मावलकेची क्रवमक सखं्या ω1 आहे त्याच्या के्षत्राचा प्रधानाकं N1 आहे. 
 

ज्या पद्धतीने आपण  ω आवण पासभन ω1 आवण 1 पयंत गेलो, नेमक्या त्याच पद्धतीने ω1 
आवण 1 पासभन आपण ω2 आवण 2 पयंत जाऊ शकभ . आवण ह्या प्रकारे अनंत वळेा करून, नवीन क्रवमक 
संख्या आवण नवीन प्रधानाकं वमळवण्यास आपल्याला कसलीच अडचण येत नाही. हा अलेफाचं्या 
मावलकेतील एखाद्या प्रधानाकंाइतका आहे ककवा नाही हे मावहती नाही. महते्तच्या दृष्टीने त्याची याचं्याशी 
तुलना करता येईल ककवा नाही हे सुद्धा मावहती नाही; याचे कारण मावहती असो, नसो; तो अलेफापंकैी 
कोणाच्याही बरोबर ककवा मोठा ककवा लहान नसभ शकेल. हा प्रश्न गुणनवसद्धातंाशी सलंग्न आहे, त्याचा 
ववचार आपण नंतर करू. 

 
येथवर ह्या प्रकरणात आपण ज्या मावलकाचंा ववचार केला त्या सवय, ज्यानंा “सुक्रवमत 

(Well-ordered)” म्हणतात तशा मावलका होत्या. सुक्रवमत मावलका म्हणजे वजला आरंि असतो, 
एकापाठोपाठ एक अशी पदे असतात, आवण पदाचंी कशीही वनवड केली तरी नंतिचे असे पद असतेच 
(अथात वनवडलेल्या पदानंतर काहीतरी पदे असावीत,) अशी मावलका होय. एकीकडे ह्यातं दृढ 
(Compact) मावलका म्हणजे वजच्यात कोणत्याही दोन पदामंध्ये आणखी काही पदे असतात अशा 
प्रकारच्या मावलका अतंिभयत होत नाहीत, तर दुसरीकडे, ज्यानंा आरंि नाही ककवा ज्यानंा आरंि नसलेले 
उपवविाग आहेत, अशाही मावलकाचंा अतंिाव होत नाही. वजला आरंि नाही पण जी - 1 शी जी सपंते, ती 
ऋण पभणांकाचंी मावलका महते्तच्या क्रमाला अनुलक्षभन सुक्रवमत नाही; पण व्यस्त क्रमाने घेतल्यास, – 1 
पासभन आरंि होणारी मावलका सुक्रवमत आहे, खरे म्हणजे ती हक श्रेढीच (Progression) आहे. सुक्रवमत 
मावलकेची व्याख्या अशी: 
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ज्या मावलकेच्या कोणत्याही उपवगामध्ये (अथात वरक्त वगय वगळभन) पवहले पद असते वतला 
“सुक्रवमत” मावलका म्हणतात. “क्रवमक” संख्या म्हणजे सुक्रवमत मावलकेचा सबंंधाकं होय. सुक्रवमत 
मावलकानंा गवणती ववगमनाचे व्यापक रूप लागभ पडते. ज्या वळेी एखादा धमय वनवडलेल्या काही पदाकंडे 
असल्यास तो त्याचं्या लगतच्या अनुचराकडेही – तसा अनुचर असल्यास– असेल त्या वळेी तो धमय 
“सान्तातीतपणे आनुववंशक (Transfinitely hereditary)” आहे असे म्हणतात. सुक्रवमत मावलकामंध्ये 
सान्तातीत आनुववंशक धमय पवहल्या पदाजवळ असेल तर तो धमय त्या संपभणय मावलकेजवळच असतो. ह्यामुळे, 
इतर मावलकासंंबधंी सत्य नसणारी अशी, वकत्येक प्रववधाने सुक्रवमत मावलकाचं्या संबधंात वसद्ध करणे शक्य 
होते. [पृ. ९३] 
 

सुक्रवमत नसेल अशा मावलकेत ककवा दृढ मावलकेतही, ववगामी संख्या रचणे सोपे आहे. 
उदाहरणाथय, आपण पढुील योजना करू: ·1 पासभन 1 पयंतच्या, ·1 धरून व 1 सोडभन, दशाशं रूपातील 
संख्याचंी महते्तच्या क्रमाने केलेली रचना घ्या. ही दृढ श्रणेी आहे: कोणत्याही दोहोंमध्ये इतर असखं्य सखं्या 
आहेत. आता प्रत्येकीच्या आरंिीचा दशमान-कबदभ वगळा मग सवय सान्त पभणाकाचंी दृढ मावलका वमळेल. 
यात फक्त 10 ने िाग जाणारे पभणांक येणार नाहीत. जर याचाही अतंिाव करण्याची इच्छा असेल तर ने 
फारसे अवघड नाही; ·1 पासभन आरंि करण्याऐवजी आपण 1 हभन लहान असणाऱ्या सवय दशाशं अपभणांकाचंा 
अंतिाव करू पण मग दशाशं कबदभ काढल्यावर आरंिी जेवढी शभन्ये असतील तेवढी शवेटी टाकभ . 

 
ह्या संख्या वगळभन आवण ज्याचं्या आरंिी शभन्य नाही अशा दशाशं अपभणांकाकडे वळभन ह्या संख्याचं्या 

रचनेचा वनयम आपण पढुीलप्रमाणे माडंभ : ज्या दोन पभणांकाचंी सुरुवात एकाच आकड्ाने होत नसेल 
त्यापैकी ज्याची सुरुवात लहान आकड्ाने होईल तो प्रथम येईल. ज्याचंा आरंि त्याच आकड्ाने होतो 
पण ज्याचं्यातील दुसरे आकडे विन्न आहेत त्यापंैकी दुसरा अंक लहान असणारा आधी येईल. पण त्यातही 
ज्यात दुसरा आकडाच नाही तो सवात आधी येईल; इ. सामान्यतः जे पभणांक पवहल्या n अकंापंयंत जुळतात 
पण (n+1) व्या अकंाशी जुळत नाहीत, त्यातंील ज्याला (n+1) वा अकंच नाही तो ककवा ज्याचा (n+1) वा 
अंक लहान आहे तो, अंक प्रथम येईल. रचनेच्या ह्या वनयमामुळे 10 ने िाग न जाणाऱ्या सवय पभणांकाचंी एक 
दृढ मावलका वमळते. आवण आपण पावहल्याप्रमाणे 10 ने िाग जाणाऱ्या पभणांकाचंा अंतिाव करणे फारसे 
अवघड नाहीच. (वाचकानंा हे स्वतःशीच ताडभन पाहणे सोपे आहे.) ह्या उदाहरणावरून असे वदसते की 
वजच्यात पदे आहेत अशी दृढ मावलका रचणे शक्य आहे, खरे तर गुणोत्तरे आहेत आवण महते्तच्या 
क्रमाने त्याचंी दृढमावलका होते हे आपण पभवीच पावहले आहे. इथे आपल्याला आणखी एक उदाहरण 
वमळाले. आपण ह्या ववषयाकडे पुढच्या प्रकरणात पुन्हा वळभ. [पृ. ९४] 

 
बेरीज, गुणाकारासंंबधंीचे नेहमीचे सवय वनयम सान्तातीत प्रधानाकंाकंडभन पाळले जातात. पण 

सान्तातीत क्रवमक संख्याकंडभन मात्र त्यातील काही वनयमच पाळले जातात. आवण ते वनयम 
संबंधाकंाकडभनही पाळले जातात. “नेहमीचे वनयम” म्हणजे:— 
 
१.  क्रमवनरपेक्षता (Commutative) वनयम: 

α + β = β + α आवण α x β = β x α. 
 

२.  साहचयय (Associative) वनयम: 
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(α + β) + γ = α + (β + γ ) आवण (α x β) x γ = α x (β x γ ) 
 

३.  ववतरण (Distributive) वनयम: 
α ( β + γ ) = αβ + α γ.  
 
ज्या वळेी क्रमवनरपेक्षता वनयम पाळला जात नसेल त्या वळेी ववतरण वनयमाचे 

वरील रूप— 
( β + γ ) α = βα + γ α 

 
ह्या रूपापासभन विन्न मानले पावहजे. 
 

यातील एक सत्य असेल तर दुसरा असत्य असेल हे आपण आता लागलीच 
पाहणार आहोत. 

 
४. घातकरणाचे (Exponentiation) वनयम: 
 α

β · α γ = αβ+ γ , α γ β γ = (αβ) γ, (αβ)γ= αβ γ 

 ( β + γ ) α = βα + γ α 
 

हे सवय वनयम सान्त आवण सान्तातीत अशा दोन्ही प्रधानाकंाकंडभन आवण सान्त क्रवमक सखं्याकंडभन 
पाळले जातात पण ज्यावळेी आपण अनंत क्रवमक संख्याकंडे वळतो ककवा सवयसाधारणपणे बोलावयाचे तर, 
संबंधाकंाकंडे वळतो, त्यावळेी त्यातंील काही वनयम वटकतात तर काही वटकत नाहीत. क्रमवनरपेक्षता 
वनयम सत्य राहात नाही; साहचयय वनयम सत्य राहतो; ववतरण वनयम (गुणाकारातील गुणकाचं्या 
क्रमाववषयी आपण वर स्वीकारलेला संकेत स्वीकारल्यास) पुढील रूपात सत्य राहतो. [पृ. ९५] 

 
( β + γ ) α = βα + γ α  

पण, α ( β+ γ ) = αβ + α γ ह्या रूपात सत्य राहात नाही. 
 
घातकरणाचे— 

α
β · α γ = αβ+γ आवण (αβ) γ= αβγ 

 
हे वनयम सत्य राहातात. पण 

α
γ · β γ  = (α β)γ 

हा सत्य राहात नाही. 
 

गुणाकार आवण घातकरण याचं्या ज्या व्याख्या वरील प्रववधानातं अंतिभयत आहेत त्या काहीशा 
गंुतागंुतीच्या आहेत. ह्या व्याख्या काय आवण कशा आहेत हे ज्या वाचकानंा जाणभन घ्यायची इच्छा असेल 
त्यानंी Principia Mathematica दुसरा खंड ❋ १७२-१७६ पाहावते. 
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क्रवमक संख्याचें सान्तातीत अंकगवणत, काटंोरने प्रधानाकंाचं्या सान्तातीत गवणताच्या पभवीच 
ववकवसत केले. कारण त्याचे अनेक तावंत्रक गवणती उपयोग आहेत. त्यामुळेच तो आधी त्याचं्याकडे वळला. 
परंतु गवणताच्या तत्त्वज्ञानाच्या दृवष्टकोणातभन ते सान्त प्रधानाकाचं्या मीमासेंपेक्षा कमी महत्त्वाचे आवण कमी 
मभलिभत आहेत. प्रधानाकं हे क्रवमक संख्यापेंक्षा केव्हाही सोपे आहेत. पण ते क्रवमक संख्याचें अमभतय रूप 
म्हणभन प्रकट व्हावते व नंतर क्रमशः स्वतंत्रपणे अभ्यासले जावते हा एक वववचत्र ऐवतहावसक अपघात आहे. 
हे फे्रगेच्या कायाला लागभ नाही. त्यात सान्त आवण अनंत प्रधानाकंाचंा अभ्यास, क्रवमक संख्यापंासभन पभणयतः 
स्वतंत्रपणे झालेला आहे; मात्र जगाला ह्या ववषयाची जाणीव काटंोरच्याच कामामुळे झाली, आवण फे्रगेचे 
कायय बह्वशंी अज्ञातच रावहले. बहुधा त्याच्या प्रतीक पद्धतीतील अवघडपणामुळे तसे झाले असाव.े आवण 
नेहमीच्या व्यवहाराशी संबवंधत अशा अवधक स्क्लष्ट गोष्टी करण्यापेक्षा तौलवनक दृष्ट्ट्या तकय तः अवधक 
“सुकर” अशा गोष्टी समजावभन घेणे आवण वापरणे इतर लोकापं्रमाणेच गवणतज्ञानंाही अवधक अवघड जात 
असाव.े याच कारणामुळे गवणती तत्त्वज्ञानामध्ये प्रधानाकंाचें खरे महत्त्व फार सावकाश ओळखले गेले. 
क्रवमक संख्याचें महत्त्व केव्हाही कमी नसले तरी प्रधानाकंापेंक्षा वनवित कमी आहे. आवण अवधक व्यापक 
अशा संबधंाकंाच्या कल्पनेतच ते पभणयतः अंतिभयत झाले आहे. [पृ. ९६] 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण १० 
 

मयादा आणि सान्तत्य 
 
“मयादा” ह्या सकंल्पनेचे महत्त्व गवणतात, वाटते त्यापेक्षा वकतीतरी अवधक असल्याचे नेहमी 

आढळभन आले आहे. सपंभणय अवकलन (Differential calculus) आवण सकंलन (Integral calculus), आवण 
खरे तर उच्च गवणतातील सवय गोष्टी, मयादा ह्या कल्पनेवर अवलंबभन आहेत. पभवी असे समजले जात असे 
की, ह्या ववषयाचं्या आधाराकरता शभन्यलब्धींची (Infinitesimals) गरज आहे, पण वाइयरस्रासने 
(Weierstrass) हे चुकीचे असल्याचे दाखवभन वदले; वजथे वजथे शभन्यलब्धी लागत असल्याचे समजले जात 
असे तेथे खरोखर काही येत असेल तर ज्याचंी वनम्न (Lower) मयादा शभन्य आहे अशा राशींचा (Quantity) 
सान्त संचच होय. [अ. टी. : धन सखं्याचंा सचं सात असता त्यात शभन्य ही सखं्या असेल तर वनम्न मयादा शभन्य येईल. अन्यथा ती धन सखं्या 
येईल. म्हणभन सचं अनंत असले पावहजेत.] “मयादा” म्हणजे एखादी राशीरूप बाब समजली जात असे आवण इतर 
राशींबद्दल पुढील समजभत होती: त्या राशी मयादेच्या इतक्या जवळजवळ जात आहेत की त्यापंैकी काहींचे 
वतच्यापासभनचे अंतर पभवयदत्त अशा कोणत्याही राशीहभन कमी होऊ शकेल. पण खरे म्हणजे “मयादेची” 
संकल्पना ही शुद्ध क्रवमक आहे. त्यात कोणत्याही राशींचा सबंंध नाही (अपवाद म्हणजे सबंंवधत मावलका, 
राशींची बनलेली असेल तेव्हा उद िवतो.) रेषेवरील वदलेला कबदभ म्हणजे त्या रेषेवरील काही कबदभंच्या 
संचाची मयादा असभ शकेल, पण त्यासाठी सहगुणक ककवा काही मापे, ककवा राशीमय असे काहीही 
आणण्याची गरज पडत नाही. हा प्रधानाकं म्हणजे 1, 2, 3,...... n,......ह्या प्रधानाकंाचंी (महते्तच्या 
क्रमानुसार) मयादा आहे; जरी आवण कोणताही सान्त प्रधानाकं याचं्यातील अंतर स्स्थर आवण अनंत 
असले तरी, राशींच्या दृष्टीने पावहले तर सान्त संख्या वाढत गेल्यावरही च्या मुळीच जवळ जात नाहीत. 

हा सातं संख्याचंी मयादा कशामुळे होत असेल तर तो त्या मावलकेत त्याचं्यानंतर लागलीच येतो म्हणभन. 
आवण ही बाब तर क्रवमक आहे, राशीरूप नव्हे. [पृ. ९७] 

 
“मयादा” ह्या संकल्पनेची अवधकावधक गंुतागंुतीची अशी अनेक रूपे आहेत. सवात सोप्या आवण 

मभलिभत अशा रूपाची व्याख्या आपण आधी केलीच आहे. ह्या व्याख्येच्या साह्यानेच मयादेच्या इतर व्याख्या 
माडंल्या जातात. पण ज्या व्याख्याचं्यामुळे आपल्याला ही व्याख्या वमळाली त्याचंी येथे पुनरुवक्त करू. पण 
त्या व्याख्याचं्या ववषयातील संबंध मावलका-रूपच असला पावहजे अशी अपेक्षा नसेल अशी, त्याचंी अवधक 
सामान्य रूपे माडंभ . [पृ. ९८] 
 

व्याख्या अशा:— 
 
P ह्या संबंधाला अनुलक्षभन α ह्या वगाचे “लघुतम (Minimum)” घटक म्हणजे α मध्ये असणारे 

आवण ज्याचं्याशी α मधील कोणत्याही घटकाचंा P–संबंध नसेल असे P च्या के्षत्रातील (असल्यास) 
घटक– होत. 

 
P ला अनुलक्षभन “गुरुतम (Maximum)” म्हणजे P च्या व्यस्ताला अनुलक्षभन वमळणारे लघुतम 

होत. 
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α वगाच्या “अनुचरा”ं चे (Successors) लघुतम म्हणजे α चे P या संबधंास अनुलक्षभन “अनुक्रमक 
(Sequents)” होत. आवण α चे “अनुचर” म्हणजे P च्या के्षत्रातील ज्या सदस्याशंी α आवण P चे के्षत्र 
यातंील समाईक घटकाचंा P-संबंध असेल, असे घटक होत.  

 
P च्या व्यस्ताला अनुलक्षभन असणारे अनुक्रमक म्हणजेच P ला अनुलक्षभन “पभवयक्रमक 

(Precedents)” होत. 
 
मात्र जर α ला गुरुतम नसेल तर, α च्या P ला अनुलक्षभन “उच्च मयादा (Upper limits)” म्हणजे 

अनुक्रमक होत; पण जर α ला गुरुतम असेल तर त्याला उच्च मयादा नसतात. 
 
P च्या व्यस्ताला अनुलक्षभन असलेल्या उच्च मयादा म्हणजे P ला अनुलक्षभन असलेल्या “वनम्न 

(Lower)” मयादा होत. 
 
ज्या वळेी P जवळ “संलग्नता (Connexity)” धमय असेल त्या वळेी त्या त्या वगाजवळ जास्तीत 

जास्त एकच गुरुतम, एकच लघुतम, एकच अनुक्रम इ..... असतात. म्हणजे आपल्या व्यवहाराशी सबंवंधत 
अशा वगांबद्दल आपण एकमेव मयादा (The limit) असल्याचे बोलभ  शकभ . (अथात अशी मयादा असेल 
तरच.) 

 
ज्या वळेी P हा मावलका सबंंध असेल त्या वळेी मयादेची वरील व्याख्या पुष्ट्कळच सोपी करता 

येईल. त्या वळेी आपण प्रथम, वगाची “सीमा (Boundary)” म्हणजे त्याच्या मयादा ककवा गुरुतम याचंी 
व्याख्या करू शकभ . याकरता “खंडा” ची (Segment) सकंल्पना वापरणे सवात उत्तम. 
 

 α ह्या वगातील एका ककवा अनेक सदस्याशंी ज्याचंा P हा संबंध असेल ती सवय पदे म्हणजे “α ह्या 
वगाने वनवित केलेला P चा खंड” असे आपण म्हणभ. हा खंडाचा अथय सातव्या प्रकरणात माडंलेल्या पद्धतीने 
घ्यावा; खरोखर, त्या अथाने कोणताही खंड हा कोणत्या तरी α ह्या वगानेच वनवित केलेला असतो. जर P 
हा मावलकारूप असेल तर, α ने वनवित केलेला खंड, α च्या कोणत्या ना कोणत्या पदाच्या पभवी येणाऱ्या 
अशा सवय पदाचंा बनलेला असतो. जर α मध्ये गुरुतम असेल तर, सदर खंड त्या गुरुतमापभवी येणाऱ्या सवय 
पदाचंा होईल. पण जर α ला गुरुतम नसेल तर α चे प्रत्येक पद α च्या कोणत्यातरी पदापभवी येईल म्हणभन α 
ने वनवित केलेल्या खंडात सपंभणय α चाच अतंिाव केला जाईल. उदाहरणाथय 1/2, 3/4, 7/8, 15/16,....... 
ह्या संख्या म्हणजे n च्या ववववध सान्त ककमती घेऊन वमळणाऱ्या 1-1/2n ह्या प्रकारच्या अपभणांकाचंा वगय घ्या. 
अपभणांकाचं्या ह्या मावलकेत गुरुतम नाही; आवण महते्तच्या क्रमाने घेतलेल्या सवय अपभणांकाचं्या मावलकेत 
वतच्यामुळे वमळणारा खंड म्हणजे सवय उवचत (Proper) अपभणांकाचंा वगय होय हे उघड आहे. ककवा पुनि, 
महतेच्या क्रमाने घेतलेत्या प्रधानाकंातंभन (सान्त ककवा अनंत) वनवडलेल्या अवविाज्य संख्या (मभळ संख्या) 
घ्या. ह्यात वमळणारा खंड म्हणजे सवय सान्त पभणांकाचंा वगय होय. [पृ. ९९] 

 
P मावलकारूप आहे असे मानल्यास α ची सीमा म्हणजे ज्याच्या सवय पभवयचराचंा वगय α ने वनवित 

केलेला खंड येईल असे एखादे x हे पद असेल तर ते पद होय. 
 
α चा “गुरुतम” म्हणजे α ची सदस्य असलेली अशी α ची सीमा होय.  
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α ची “उच्च मयादा” म्हणजे α ची सदस्य नसलेली अशी α ची सीमा होय. 
 
जर एखाद्या वगाला सीमा नसेल तर त्याला गुरुतमसुद्धा नसतो आवण मयादाही नसते. हे 

“अपवरमेय (Irrational)” डेडककट छेद (Cut) च्या संदिात घडते. त्यालाच “वछद्र (Gap)” असे 
म्हणतात. 

 
तेव्हा, P ह्या मावलकेला अनुलक्षभन α ह्या पदाचं्या सचंाची “उच्च मयादा” (असल्यास) म्हणजे, सवय 

α नंतर येणारे पद x होय. मात्र त्याच्या आधीचे प्रत्येक पद कोणत्यातरी α च्या आधी येत असले पावहजे. 
 
β ह्या पदाचं्या सचंाच्या सवय “उच्च मयादा-कबदभंची (Upper limiting Points)” व्याख्या आपण, β 

मधभन वनवडलेल्या पदाचं्या संचाचं्या उच्च मयादा, अशी करू शकतो. अथातच आपल्याला उच्च मयादा-कबदभ 
आवण वनम्न मयादा-कबदभ ह्याचं्यात िेद करावा लागेल. उदाहरणाथय, आपण जर क्रवमक संख्या पावहल्या, 

 
1, 2, 3, ...... ω, ω + 1, ...... 2ω, 2ω + 1, ......3 ω, ....... ω2, ...... ω3, ......तर ह्या 

मावलकेच्या के्षत्रातील उच्च मयादा-कबदभ म्हणजे ज्यानंा लगतचे पभवयचर नाहीत ते सवय कबदभ म्हणजेच: 1, ω, 2 
ω, 3ω ... ω2, ω2 + ω,... ...2ω2,.......ω3, ... ... इत्यादी. ह्या नव्या मावलकेच्या के्षत्राचे उच्च सीमा 
कबदभ म्हणजे, 1, ω2, 2ω2,.....ω3, ω3 + ω2,..... इत्यादी. या उलट, क्रवमक सखं्याचं्या मावलकेला– 
आवण अथात प्रत्येक सुक्रवमत मावलकेला– वनम्नमयादा कबदभ नसतात, कारण शवेटची पदे वगळता इतर 
कोणत्याही पदाला लगतचे अनुचर नसतात. पण गुणोत्तराचं्या मावलकेसारख्या मावलकेत प्रत्येक पद 
म्हणजे उच्च आवण वनम्न मयादा-कबदभ असतो. जर आपण वास्तव संख्याचंा सचं घेतला आवण त्यातभन पवरमेय 
वास्तव संख्या वनवडल्या तर सवय वास्तव संख्या, वनवडलेल्या संचाच्या (पवरमेय संख्याचं्या) उच्च आवण 
वनम्न मयादा-कबदभ असतात. संचाच्या मयादा-कबदभंना (कबदभंच्या संचाला) त्याचे “पवहले सावधत 
(Derivative)” म्हणतात. पवहल्या सावधताच्या मयादा-कबदभंना (संचाला) दुसरे सावधत म्हणतात; इ. 
मयादाचं्या संदिात, ज्याला मावलकाचें “सातंत्य” म्हणतात त्याच्या वगेवगेळ्या श्रेणींमध्ये (Grades) 
आपण फरक करू शकभ . “सातंत्य” हा शब्द बराच काळ वापरात होता, पण डेडककट आवण काटंोर ह्याचं्या 
काळापयंत त्याची काटेकोर व्याख्या झालेली नव्हती. ह्या दोघानंीही ह्या संजे्ञची काटेकोर व्याख्या वदली, 
पण काटंोरची व्याख्या ही डेडककटपेक्षा अवधक संकुवचत आहे: ज्या मावलकेला काटंोरीय सातंत्य असेल 
वतला डेडककडीय सातंत्यही असते, पण उलट होत नाही. [पृ. १००] 

 
मावलकेच्या सातंत्याचा अचभक अथय शोधणाऱ्या माणसाला स्वािाववकतःच वतची प्रारंिीची व्याख्या 

म्हणभन “दृढता (Compactness)” असलेली मावलका अशी व्याख्या करावी लागेल; दृढता म्हणजे 
मावलकेतील कोणत्याही दोन पदामंध्ये आणखी पदे असणे. पण ही व्याख्या गुणोत्तरासंारख्या मावलकेतील 
वछद्रामुंळे अपुरी ठरेल. पवहल्या वविागात शवेटचे पद नसेल, दुसऱ्या िागात पवहले पद नसेल, आवण 
पवहली संपभणयपणे दुसऱ्याच्या आधी येईल, अशा प्रकारे गुणोत्तराचंी मावलका वविागण्याचे असंख्य प्रकार 
आहेत हे, प्रकरण ७ मध्ये आपण पावहले आहे. ही पवरस्स्थती, “सातंत्याचे” लक्षण काय असाव ेह्याबद्दल 
आपल्या ज्या काही अंधुकशा कल्पना आहेत त्याचं्या ववरुद्ध असल्याचे वदसते. आवण यापेक्षाही ववशषे म्हणजे 
गवणताच्या बहुतेक कामाच्या दृष्टीने गुणोत्तरासंारखी मावलका उपयोगी पडत नाही- असेही ह्यावरून वदसते. 
उदाहरणाथय, िभवमती घ्या: ज्या वळेी दोन रेषा परस्परासं ओलाडंभन जातात त्या वळेी त्याचं्यातं एक समाईक 
कबदभ असावा असे आपल्याला हव ेआहे. पण जर रेषेवरील कबदभंची मावलका गुणोत्तराचं्या मावलकेसदृश असेल 
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तर त्या रेषा परस्परासं एका “वछद्रात” छेदतील आवण मग त्याचं्यात एकही समाईक कबदभ असणार नाही. हे 
उदाहरण स्थभल झाले असेल; पण सातंत्याच्या गवणती व्याख्येकरता केवळ दृढता पुरी पडत नाही हे 
दाखववणारी अनेक उदाहरणे देता येतील. [पृ. १०१] 
 

इतर शाखापं्रमाणे, िभवमतीची गरज हीच “डेडककडीय” सातंत्याच्या व्याख्येला कारणीिभत ठरली. 
ज्या मावलकेच्या के्षत्राच्या प्रत्येक उपवगाला मयादा आहे ती मावलका डेडककडीय होय, अशी व्याख्या केली 
आहे हे लक्षात घ्याव.े ( केवळ उच्च सीमेचे अस्स्तत्व ककवा केवळ रनम्न सीमेचे अस्स्तत्व गृहीत धरणे पुरेसे 
आहे. यातंील एकीचे अस्स्तत्व गहृीत धरल्यास दुसरे वनगवमत करता येईल.) म्हणजेच, ज्या मावलकेत वछदे्र 
नाहीत ती डेडककडीय होय. वछद्राचंा अिाव हा प्रत्येक पदाला अनुचर असल्याने वनमाण होवो वा मयादाचं्या 
अस्स्तत्वामुळे (गुरुतमाचं्या अिावातभन वनमाण होणाऱ्या) वनमाण होवो. म्हणजे सान्त मावलका ककवा 
सुक्रवमत मावलका तसेच, वास्तव संख्याचंी मावलकाही डेडककडीय असते. आपली मावलका दृढ आहे हे 
गृहीत असल्याने पवहल्या प्रकारची (सान्त) मावलका वगळली पावहजे. मग ज्याला सातंत्य आहे असे अनेक 
दृष्टींनी चपखलपणे म्हणता येईल असा धमय आपल्या मावलकेजवळ राहील. मग आपल्याला पुढील व्याख्या 
वमळते: 

 
जी मावलका डेडककडीय असभन दृढ असते वतला “डेडककडीय सातंत्य” असते असे म्हणतात. 
 
पण अनेक दृष्टींनी ही व्याख्या अवतव्याप्त आहे. उदाहरणाथय, ज्यामुळे प्रत्येक कबदभ वास्तवसखं्यात्मक 

सहवनदेशकाचं्या साह्याने दशयवता येतील, असे धमय िौवमवतक अवकाशाला देणे शक्य व्हाव ेअशी आपली 
इच्छा आहे: केवळ डेडककडीय सातंत्याने याची ग्वाही वमळत नाही. जो जो कबदभ परिमेय सहवनदेशकाचं्या 
साह्याने दशयवता येत नसेल तो प्रत्येक कबदभ ज्याचें सहवनदेश परिमेय आहेत, अशा कबदभंच्या श्रढेींच्या मयादा 
म्हणभन दशयवता येईल अशी आपली खात्री झाली पावहजे. हा आणखी एक धमय आपल्या व्याख्येतभन 
आपल्याला वनगवमत करता येत नाही. [पृ. १०२] 

 
ह्यामुळे, मयादाचं्या संदिात मावलकाचंा अवधक जवळभन शोध करण्याकडे आपल्याला वळणे िाग 

आहे. हा शोध काटंोरने घेतला आवण तोच त्याने केलेल्या सातंत्याच्या व्याख्येचा आधार होता. मात्र ही 
व्याख्या अगदी साध्या स्वरूपात व्यक्त झालेली असली तरी मभलतः ती ज्या ववचारातंभन उद्भवली आहे, ते 
ववचार वतच्यामुळे झाकले जातात. त्यामुळे काटंोरची सांतत्याची व्याख्या देण्यापभवी, आपण त्याच्या काही 
कल्पनाचंा परामशय घेऊ. 

 
ज्या संचाचे सवय कबदभ हे मयादा कबदभ आहेत आवण ज्याचे सवय मयादा कबदभ त्या संचात आहेत अशा 

संचाला काटंोर “पवरपभणय (Perfect)” म्हणतो. पण त्याला नेमके काय म्हणावयाचे आहे हे ह्या व्याख्येने 
स्पष्ट होत नाही. सवय कबदभ मयादा-कबदभ असावते ह्या धमाचा ववचार केल्यावर त्यात कोणतीही दुरुस्ती करावी 
लागत नाही, असे वदसते; जर सवय कबदभ उच्च मयादा-कबदभ ककवा वनम्न मयादा-कबदभ असावयाचे तर हा धमय 
फक्त दृढ मावलकाजंवळच असतो; इतराजंवळ नसतो. पण जर आपण ते एकाच प्रकारचे मयादा-कबदभ आहेत 
असे गृहीत धरले आवण कोणत्या प्रकारचे ते सावंगतले नाही, तर वनदेवशत धमय असलेल्या आणखीही 
मावलका असभ शकतील. उदाहरणाथय दशाशंाचं्या ज्या मावलकेत 9 चे आवतयन होत असेल तो दशाशं आवण 
तत्संबवंधत असा, पण थाबंणारा असा दशाशं ह्याचं्यात िेद करून पवहला दशाशं त्याच्या आधी ठेवभन 
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वमळणारी मावलका. [अ. टी. : 0·1299 ... ... शी सबंंवधत दशाशं 0·130 होय. 0·13 च्या आधी 0·12999 हा आधी वलहावयाचा. ह्या दोन्ही 
दशाशंामुंळे एकच मावलका वमळते. ] 

 
ही मावलका जवळ जवळ दृढ असभन वतच्यात अपवादादाखल लगतच्या सखं्या वमळतात; त्यापैकी 

पवहलीला लगतचा पभवयचर नसभन दुसरीला लगतचा अनुचर नसतो. ह्या मावलकेव्यवतवरक्त इतर ज्या 
मावलकेत प्रत्येक कबदभ मयादा-कबदभ असतो त्याही दृढच असतात. आवण प्रत्येक कबदभ उच्च मयादा-कबदभ 
असल्याचे (ककवा वनम्न मयादा-कबदभ असल्याचे) वनर्मदष्ट करून दुसरा कोणताही उल्लेख केल्यावशवाय ह्या 
मावलका दृढ असल्याचे ठरते.  

 
काटंोर जरी स्पष्टपणे ववचार करीत नसला तरी ज्या लघुतम उपमावलकाचं्या साह्याने 

मयादा-कबदभची व्याख्या करता येते. त्याचं्या स्विावानुसार ववववध मयादा-कबदभमध्ये आपण िेद केला 
पावहजे. काटंोर असे गृहीत धरतो की, त्याचंी व्याख्या श्रेढींच्या ककवा प्रवतश्रढेींच्या (Regressions म्हणजे 
श्रेढीची व्यस्त) साह्याने करता येते. ज्या वळेी आपल्या मावलकेतील प्रत्येक सदस्य एखाद्या श्रढेीची ककवा 
प्रवतश्रढेीची मयादा असेल, त्या वळेी काटंोर आपल्या मावलकेला “आत्मदृढ (Condensed in itself)” 
म्हणतो. (मभळ जमयन नाव: Insichdicht इस्न्झश  वडख्ट). 

 
आता, ज्याच्या साह्याने पवरपभणयतेची व्याख्या आपल्याला करावयाची होती त्या दुसऱ्या धमाकडे 

वळभ. ह्या धमाला काटंोर “बंवदस्त ककवा संवृत” (Closed. जमयन: Abgeschlossen आब गेश्लोसेन) असणे 
असे म्हणतो. आपण पावहल्याप्रमाणे ही, अपेक्षा म्हणजे मावलकेचे मयादा-कबदभ त्या मावलकेतच असावते असे 
म्हणण्यासारखे होय. पण जर आपली मावलका ही दुसऱ्या एखाद्या मोठ्या मावलकेत असल्याचे रदलेले 
असेल (उदा. वास्तव संख्यामंधभन काही संख्या वनवडणे), आवण मयादा-कबदभ हे मोठ्या मावलकेच्या संदिात 
असतील तरच याला काही पवरणामकारक असे महत्त्व आहे. नाहीतर जर एखाद्या मावलकेचा ववचार केवळ 
वतच्यापुरताच केला असेल, तर वतचे मयादा-कबदभ वतच्यात नाहीत, असे कधी होणारच नाही. काटंोर जे 
म्हणतो आहे ते त्याला अरर्भपे्रत नाही; खरे तर दुसऱ्या एका प्रसंगी त्याने वनराळेच म्हटले आहे, आवण तेच 
खरोखरी त्याला अविपे्रत आहे. त्याला जे अविपे्रत आहे ते असे: वजला मयादा असावी अशी अपेक्षा असेल 
अशा प्रत्येक दुय्यम मावलकेला मयादा असभन ती वदलेल्या मावलकेत असते; म्हणजे ज्या दुय्यम मावलकेला 
गुरुतम नसेल अशा प्रत्येक मावलकेला मयादा असते; म्हणजे प्रत्येक दुय्यम मावलकेला सीमा असते. पण 
काटंोर हे प्रत्येक मावलकेच्या बाबतीत माडंत नाही. तर, फक्त श्रेढी आवण प्रवतश्रेढींच्या बाबतीतच तो हे 
माडंतो. (ह्या मयादेची त्याला वकतपत कल्पना होती, हे स्पष्ट नाही.) शवेटी, आपल्याला जी व्याख्या हवी 
आहे ती पुढीलप्रमाणे: [पृ. १०३] 
 

ज्यावळेी एखाद्या मावलकेतील प्रत्येक श्रेढी आवण प्रवतश्रढेींना मावलकेतच मयादा असेल त्या वळेी 
ती मावलका “संवृत” आहे असे म्हणतात. 

 
त्यानंतर आपल्याला पुढील व्याख्या वमळते:– जी मावलका आत्मदृढ आवण संवृत असते म्हणजे 

प्रत्येक पद हे एखाद्या श्रेढी ककवा प्रवतश्रेढींची मयादा असते आवण मावलकेतील प्रत्येक श्रेढी आवण 
प्रवतश्रढेीला मावलकेत मयादा असते वतला “पवरपभणय” म्हणतात. 
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सातंत्याच्या व्याख्येचा शोध घेत असता काटंोरच्या मनात अशी व्याख्या होती की, जी वास्तव 
संख्याचं्या मावलकेला ककवा तत्सम कोणत्याही मावलकेला लागभ पडेल, पण दुसऱ्या कोणत्याही मावलकेला 
लागभ पडणार नाही. पण हे साधावयाचे असेल तर आपल्याला पुढच्या धमाची िर घातली पावहजे वास्तव 
सखं्यामंध्ये काही पवरमेय असतात तर काही अपवरमेय असतात. जरी पवरमेय संख्यापेंक्षा अपवरमेय संख्या 
जास्त असल्या, तरी कोणत्याही दोन वास्तव सखं्यामंध्ये एकतरी पवरमेय सखं्या असतेच, मग त्यामंधील 
फरक वकतीही कमी असो. पवरमेय संख्याचंी संख्या आपण पावहल्याप्रमाढे असते. ह्याच्यामुळे सातंत्याचे 
सपंभणय लक्षण देण्याला परेुसा असा आणखी एक धमय आपल्याला वमळतो; तो म्हणजे आपल्या मावलकेत असा 
एक वगय असावा की ज्यात सदस्य असतील आवण मावलकेतील परस्पराचं्या वकतीही जवळ असणाऱ्या 
अशा, कोणत्याही दोन पदामंध्ये ह्या वगातील सदस्य सापडतील. पवरपभणयतेमध्ये त्या धमाची िर घातल्यास, 
परस्पराशंी सदृश असणाऱ्या मावलका वमळतील; त्यामुळे अशा सवय मावलका वमळभन होणाऱ्या वगांच्या 
मावलका–अंकाची व्याख्या करण्यास पुरेशी सामग्री उपलब्ध होईल. हा वगय म्हणजेच काटंोरच्या 
व्याख्येप्रमाणे संतत मावलकाचंा वगय होय. [पृ. १०४] 

 
त्याची व्याख्या आपण थोडी सोपी करू. आरंिी आपण असे म्हणभ: 

 
वदलेल्या मावलकेतील कोणत्याही दोन पदामंध्ये ज्या वगातील पदे सापडतील, असा वतच्या के्षत्राचा 

एक उपवगय, म्हणजे मावलकेचा “मध्यगत वगय (Median Class)” म्हणभ. 
 
म्हणजे पवरमेय सखं्याचंा सचं हा वास्तव संख्यामंधील मध्यगत वगय होय. दृढ मावलकावं्यवतवरक्त 

इतर मावलकामंध्ये मध्यगत वगय असणार नाही, हे उघड आहे. 
 
आता काटंोरची व्याख्या पढुील व्याख्येशी समानाथी असल्याचे आढळभन येहयल:— 
 
जर मावलका १) डेडककडीय असेल २) वतच्यात पदे असणारा एक मध्यगत वगय असेल, तर ती 

“संतत” असते. 
 
सातंत्य ह्या शब्दामुंळे होणारा संभ्रम टाळण्याकरता ह्या प्रकारच्या सातंत्याचा उल्लेख आपण 

“काटंोरीय सातंत्य” असा करू. यावरून असे लक्षात येईल की ह्यात डेडककडीय सातंत्य अविपे्रत आहे, पण 
उलट होऊ शकत नाही. काटंोरीय सातंत्य असलेल्या सवय मावलका सदृश असतात पण डेडककडीय सातंत्य 
असलेल्या सगळ्या मावलका तशा असतात असे नाही. 

 
मयादा आवण सातंत्य ह्या ज्या संबोधाचं्या व्याख्या आपण करीत आहोत. त्याचंा आवण एखाद्या 

फलाची, त्याचा पक्ष (Argument) वववशष्ट संख्येप्रत जात असता वमळणाऱ्या मयादेचा ककवा एखाद्या 
सखं्येच्या पवरसरातील (Neighbourhood), फलाच्या सातंत्याचा, घोटाळा होऊ देऊ नये. हे सबंोध अगदी 
वगेळे आहेत, व अवतशय महत्त्वाचे आहेत. पण ते वरील संबोधापंासभन वनगवमत करता येत असभन अवधक 
स्क्लष्ट आहेत. गतीचे सातंत्य (जर गवत संतत असेल तर) हे फलाच्या सातंत्याचे एक उदाहरण आहे; 
दुसरीकडे अवकाशाचे आवण कालाचे सातंत्य (जर ते संतत असतील तर) हे मावलकेच्याच सातंत्याचे 
उदाहरण आहे; ककवा (अवधक काळजीपभवयक बोलावयाचे तर) सातंत्याच्या हा प्रकार असा आहे की त्याचे 
रूपातंर बऱ्याच गवणती आकडेमोडीनंतर मावलकाचं्या जातीच्या सातंत्यात करता येईल. प्रयुक्त (Applied) 
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गवणतातील ‘गती’ च्या मभलिभत महत्त्वामुळे तसेच इतरही कारणामुंळे मयादा आवण सातंत्य ह्या, फलानंा 
लागभ असलेल्या सबंोधाचंा थोडक्यात परामशय घेणे योग्य होईल. पण हा ववषय स्वतंत्र प्रकरणाकरता राखभन 
ठेवणे सवोत्तम. [पृ. १०५] 

 
सातंत्याच्या, आपण ववचार करीत असलेल्या व्याख्या, म्हणजे डेडककट आवण काटंोर याचं्या 

व्याख्या आवण सामान्य व्यक्ती ककवा तत्त्वज्ञ ह्याचं्या मनात ह्या शब्दामुंळे वनमाण होणारी स्थभल कल्पना ह्या 
दोहोंत फारसे साम्य नाही. सातंत्य म्हणजे त्यानंा वविक्तपणाचा अिाव असे वाटते, वस्तुवस्तभंमधील फरक 
नाहीसा करणारे धभसर धुके असे काहीतरी वाटते. धुक्याचा आकार आवण दाटपणा ह्याचं्या ववषयी वनवित 
काही माहीत नसतानाही ते प्रचंड असल्याचा िास होतो. सातंत्य म्हणजे सत्ताशास्त्रज्ञानंा (Metaphysician) 
असे काहीतरी असाव ेअसे वाटते. आवण त्यामुळे त्याचें मानवसक वय, मुले ककवा इतर प्राणी याचं्या इतकेच 
असले पावहजे, हे स्पष्ट होते. 

 
“सातंत्य” हा शब्द अशा तऱ्हेने वापरून ककवा “प्रवाह (Flux)” हा शब्द वापरून जी काय सामान्य 

कल्पना उद िवते ती, आपण ज्या कल्पनेची व्याख्या करणार आहोत वतच्यापेक्षा वनवितच पभणयपणे वगेळी 
आहे. उदाहरणाथय, वास्तवसंख्याचंी मावलका घ्या. प्रत्येक संख्या जी काय आहे ती स्पष्ट आवण वनसवंदग्ध 
असते, ती काही एखाद्या अगम्य, अतक्यय पद्धतीने एकातभन दुसऱ्यात गेली असे होत नाही; ती कठोर, 
स्वतंत्र, पभणय, असभन वतचे दुसऱ्या कोणत्याही संख्येपासभनचे अंतर, जरी वदलेल्या एखाद्या राशीपेक्षा कमी 
असले तरी ते सान्त असते. वास्तव सखं्यामंध्ये अस्स्तत्वात असलेले सान्तत्य आवण वर दशयववलेला प्रकार 
याचं्यातंील संबधंाचा प्रश्न हा अवतशय कवठण आवण दुगयम आहे. ह्या दोन कल्पना परस्परसदृश आहेत असे 
समजभन चालभ  नये. पण ज्या गवणती सकंल्पनेचा आपण ह्या पाठात ववचार करीत आहोत वतच्यामुळे 
आपल्याला एक अमभतय तकय संगत पद्धत वमळते, असे समजण्यास हरकत नाहंी, असे मला वाटते. त्या 
पद्धतीशी सुयोग्य व्यवहारातभन, आनुिववक पदाथाची सागंड घालणे, जर तो पदाथय यथाथयतः “संतत” 
असल्याचे मानता येत असेल तर, शक्य होते. प्रस्तुत गं्रथाच्या मयादेत ह्या मताचे समथयन करणे सवयथा 
अशक्य आहे. ज्यानंा इच्छा असेल त्या वाचकानंी, प्रस्तुत लेखकाने, काळ ह्या कल्पनेच्या ववषयाबद्दल 
केलेल्या समथयनाचा प्रयत्न Monist १९१४–१५ मध्ये ककवा Our Knowledge of the External World मध्ये 
वाचावा. इतकेच सुचवभन हा ववषय जरी रंजक असला तरी गवणताशी त्याच्यापेक्षा अवधक जवळ असलेल्या 
इतर ववषयाकंडे वळण्याकरता, तो सोडभन वदला पावहजे. [पृ. १०६] 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण ११ 
 

फलाांची मयादा आणि सान्तत्य 
 
पक्ष (Argument) वदलेल्या संख्येप्रत जात असताना वमळणारी, फलाची मयादा (असल्यास) 

म्हणजे काय त्याचा ववचार आपण ह्या प्रकरणात करणार आहोत. तसेच “संतत फल” म्हणजे काय 
त्याचाही ववचार करणार आहोत. ह्या दोन्ही कल्पना काहीशा तावंत्रक असभन गवणती तत्त्वज्ञानाच्या 
पवरचयाववषयीच्या पुस्तकात त्याचं्या वववचेनाला फारसे स्थान नाही. पण एका गोष्टीकरता, ववशषेतः 
शभन्यलब्धी कलनातभन (Infintesimal calculus) आपल्या प्रस्तुत ववषयाबंद्दल आलेली चुकीची दृष्टी, 
व्यवसायाने तत्त्वज्ञ असणाऱ्या आपल्या तत्त्वज्ञान्याचं्या मनात इतकी दृढमभल झाली आहे की ती उपटभन 
काढण्याकरता प्रदीघय आवण प्रचंड प्रयत्न कराव ेलागतील. अगदी लाइस्ब्नत्झ (Leibnitz) च्या काळापासभन 
असा समज रूढ झालेला आहे की अवकलन आवण सकंलन (Differential and integral calculus) 
याचं्यामध्ये शभन्यलब्धी राशी लागतात. गवणतज्ञानंी (ववशषेतः वाइयरस्रासने Weierstrass) हे चभक 
असल्याचे दाखवले आहे, पण एकदा झालेल्या चकुा– हेगेलने (Hegel) गवणताववषयी म्हटले आहे 
त्याप्रमाणे– पक्क्या रुजतात. आवण प्रत्यक्षात तत्त्वज्ञान्याचंा कलही वाइयरस्रास-सारख्या माणसाचं्या 
कायाकडे दुलयक्ष करण्याचाच रावहला. [पृ. १०७] 
 

सवयसाधारण गवणतावरील वाङ्मयात, फलाचं्या मयादा आवण सातंत्याची व्याख्या सखं्याचं्या रूपात 
केलेल्या असतात. डॉ. व्हाइटहेडने (Whitehead) ह्याची आवश्यकता नसल्याचे दाखवले आहे. [ले. टी. : 

Principia–Mathematica vol. ii ❋ २३०-३४ पाहा.] तरीसुद्धा आपण पाठ्यपसु्तकातील व्याख्यापंासभन सुरुवात करून 
नंतर असे दाखवणार आहोत की, केवळ संख्यात्मक ककवा सखं्याचं्या साह्याने मोजता येणाऱ्या मावलकानंाच 
नव्हेत, तर सामान्य मावलकानंाही लागभ पडतील–अशा रीतीने ह्या व्याख्याचें सामान्यीकरण करता येते. 

 
fx हे कोणतेही गवणतातील एक नेहमीचे फल घ्या. येथे x आवण fx ह्या दोन्ही वास्तव सखं्या आहेत. 

आवण fx हे एक-मभल्य फल आहे. म्हणजे x वदला असता fx ला फक्त एकच मभल्य असभ शकते. आपण x ला 
“पक्ष” म्हणभन fx ला x ह्या पक्षाकरता असलेले मभल्य म्हणभ. फलाच्या सातंत्याची जी यथाथय व्याख्या 
आपल्याला हवी आहे त्याची स्थभल कल्पना अशी की x मधील अल्प फरकाशी आनुषंवगक असा, fx मधील 
फरकही अल्पच असावा आवण जर आपण x मधील फरक परेुसा लहान केला, तर fx मधील फरक वदलेल्या 
कोणत्याही ककमतीपेक्षा खाली आणता यावा. फल जर संतत असायला हव ेअसेल तर त्यात एकदम उड्डाण 
नसाव.े म्हणजे x मधील लहान बदलाच्या आनुषंवगक असा (fx मधील) बदल एखाद्या वदलेल्या सातं 
संख्येहभन जास्त आहे, असे नसाव.े गवणतातील नेहमीच्या साध्या फलाकंडे हा गुणधमय असतो. उदा. तो x2, 
x3,..., log x, sin x इ. फलाकंडे असतो. पण असतंत फलाचंी व्याख्या करणेसुद्धा मुळीच कठीण नाही. 
गवणताबाहेरील एक उदाहरण घ्या: “t ह्या क्षणी वयाने सवात लहान असणाऱ्या व्यक्तीचे जन्मस्थळ” हे t चे 
फल आहे. ह्याचे मभल्य एका व्यक्तीच्या जन्मकालापासभन नंतरच्या लगतच्या व्यक्तीच्या जन्मकालापयंत 
कायम असते आवण नंतर अकस्मात एका जन्मस्थळापासभन दुसरीकडे जाते. गवणतातले तसलेच उदाहरण 
म्हणजे “x लगतचा खालचा पभणांक” (x वास्तव संख्या) हे होईल. हे फल एका पभणांकापासभन नंतरच्या 
पभणांकापयंत स्स्थर असते आवण मग एकदम उडी घेते. खरी गोष्ट अशी आहे की सतंत फले जरी अवधक 
पवरवचत असली तरी ती अपवादिभत आहेत: संतत फलापेंक्षा असंतत फले अनेक पटींनी अवधक आहेत. [पृ. 
१०८] 
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बरीचशी फले एक ककवा अनेक मभल्याकंरता संतत असतात पण इतर मभल्याकंरता असतंत असतात. 
उदाहरण म्हणभन sin 1/x घ्या. ϴ ज्या वळेी – π/2 ते+π/2 मधील मभल्ये घेत असते, त्या वलेी sin  ϴ हे 
फल, -1 ते +1 मधील सवय मभल्यातंभन जाते. तसेच, π/2 आवण 3π/2 मधील ϴ च्या मभल्याकंरताही होते. 
आवण सामान्यपणे तेच n पभणांक असताना ϴ च्या (2n-1) π/2 आवण (2n+1) π/2 मधील मभल्याकंरताही 
होते. आता आपण 1/x हे फल x खभप लहान असता पावहले तर आपल्याला असे वदसेल की जसजसा x 
घटत जाईल 1/x अवधकावधक वगेाने वाढत जाईल आवण x जसजसा लहान होईल तसतसा 1/x हा π/2 
च्या एका पटीपासभन दुसऱ्या पटीपयंतच्या चक्रातभन अवधक वगेाने जाईल. (पवरणामतः x जसजसा लहान 
होईल तसतसे sin x हे -1 ते 1 आवण पनु्हा -1 ह्यामंधील ककमती अवधक वगेाने घेईल. खरे म्हणजे आपण 0 
कबदभ ज्यात अतंिभयत आहे असा कोणताही अतंराल (Interval) उदा. – ε ते + ε घेतला, (ε कोणतीही 
लहान संख्या) तर त्या अतंरालात sin 1/x ची असखं्य आदंोलने (Oscillations) होतील, आवण अतंराल 
अवधक लहान करूनही आपण ही आंदोलने कमी करू शकणार नाही. म्हणजे, 0 ह्या पक्षाच्या आजभबाजभस 
फल असंतत ठरते पुष्ट्कळ वठकाणी असंतत असेल ककवा वठकाणी असंतत असेल ककवा सवयत्र असंतत 
असेल. अशी फले रचणे सोपे आहे. याची उदाहरणे वास्तव संख्याचं्या फलाचें वववचेन करणाऱ्या कोणत्याही 
पुस्तकात सापडतील. [पृ. १०९] 
 

पक्ष आवण मभल्य ही दोन्ही वास्तव संख्या असता वदलेल्या फलाचे, एखाद्या वदलेल्या पक्षाकरता 
सातंत्य म्हणजे काय याची अचभक व्याख्या करण्यास वनघताना प्रथम आपण x च्या “पवरसराची 
(Neighbourhood)” व्याख्या करू. x चा पवरसर म्हणजे x–ε ते x+ ε पयंतच्या सवय सखं्या; यात ε ही एक 
संख्या असभन, महत्त्वाच्या प्रसंगी ती अत्यंत लहान असेल. एखाद्या कबदभपासचे सातंत्य हे त्या कबदभच्या 
वकतीही लहान अशा पवरसरात काय घडते याच्याशी वनगवडत आहे, हे उघड आहे. 

 
आपली इच्छा अशी आहे: आपले फलं ज्या पक्षापाशी सतत असाव ेअसे वाटते असा a हा एक पक्ष 

असेल तर त्या पक्षाकरता फलाच्या (fa) ह्या मभल्याचा पवरसर (समजा α) म्हणजे काय याची प्रथम व्याख्या 
करूया; आपल्याला असे हव ेआहे की जर आपण a चा एखादा पुरेसा लहान पवरसर घेतला तर त्या 
पवरसरातील पक्षाकंरता वमळणारी सवय मभल्ये α ह्या पवरसरात असतील; मग α आपण वकतीही लहान 
घेतलेला असो. म्हणजे असे: आपण जर वनिय केला की आपले फल (fa) पेक्षा एखाद्या अगदी छोट्या 
संख्येहभन दभर असभ नये, तर आपण वास्तव संख्याचंा असा िाग वमळवभ शकभ  की ज्याचंा a हा मध्य असेल आवण 
ह्या िागाकरता fx हे fa पेक्षा वदलेल्या छोट्या राशीपेक्षा जास्त अतंरावर असणार नाही आवण आपण वकतीही 
छोटी राशी घेतली तरी हे सत्य रावहल. मग आपल्याला पढुील व्याख्या करावी लागेल: 

 
σ ह्या 0 हभन वनराळ्या असणाऱ्या कोणत्याही, पण आपल्याला वाटेल तेवढ्या लहान धन 

संख्येकरता जर ε ही अशी एक धनसखं्या अस्स्तत्वात असेल की, ε पेक्षा आकाराने लहान [ले. टी. : एखादी 
सखं्या– ε आवण + ε ह्याचं्यामध्ये असेल तर ती ε पेक्षा आकाराने लहान आहे असे म्हणतात.] असणाऱ्या कोणत्याही δ ह्या 
संख्येकरता f(a+δ)–f(a) हे अंतर σ पेक्षा आकाराने लहान असेल तर f(x) हे फल a ह्या पक्षाकरात सतंत 
असते असे म्हणतात. [पृ. ११०] 

 
ह्या व्याख्येमध्ये σ ने प्रथम f(a) चा पवरसर वनवित होतो. तो पवरसर, म्हणजे f(a) – σ आवण 

f(a)+ σ व्याख्या पुढे आपल्याला असे सागंते की आपण a – ε ते a + ε हा a चा असा एक पवरसर काढभ  
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शकतो की ह्या पवरसरातील प्रत्येक पक्षाकरता फलाचे मभल्य f(a) – σ ते f(a) + σ ह्या पवरसरात राहील.  
σ वकतीही लहान घेतला तरीसुद्धा जर हे शक्य होत असेल तर फल a ह्या पक्षापाशी “संतत” असते. 
 

अद्याप आपण फलाची, एखाद्या वदलेल्या पक्षाकरता “मयादा” म्हणजे काय त्याची व्याख्या केली 
नाही. जर आपण तसे केले असते तर आपण फलाच्या सातंत्याची व्याख्या वनराळ्या तऱ्हेने करू शकलो 
असतो. एखाद्या कबदभपासच्या त्याच्या मभल्याशी, खालभन ककवा वरून घेतलेली मयादा समान असेल, तर ते 
फल त्या कबदभपाशी संतत असते. पण पक्ष, वववशष्ट कबदभप्रत जात असता ज्यानंा मयादा असते अशी “सौम्य 
(Tame)” फले अगदी अपवाद म्हणभनच सापडतात. सवयसामान्य वनयम असा की फलाचे आंदोलन होत 
राहते. आवण वदलेल्या पक्षाचा कोणताही वकतीही लहान पवरसर जरी वदला तरी पक्ष ह्या पवरसरात असता 
फलाचं्या मभल्याचंा ववस्तार खभप मोठा राहभ शकतो. बहुधा असेच घडत असल्याने, त्याचाच ववचार आपण 
प्रथम करू. 

 
पक्ष a कडे खालभन येत असता काय होऊ शकेल त्याचा प्रथम ववचार करू. म्हणजे असे की पक्ष a – 

ε ते a ह्या अंतरालात असता काय होते त्याचा ववचार आपल्याला करावयाचा आहे; ε ही कोणतीही एक 
राशी असभन महत्त्वाच्या प्रसंगी ती अत्यतं लहान असेल. 

 
पक्ष, a – ε ते a मध्ये असता (a वगळभन) वमळणाऱ्या फलाच्या मभल्याचंा सचं होईल; ह्या मभल्यामुंळे 

वास्तव सखं्याचं्या सचंाचंा एक वववशष्ट िाग वनवित होईल; पक्ष a – ε ते a मध्ये राहात असता फलाची जी 
काही मभल्ये वमळतात त्या सवण मभल्यापेंक्षा ज्या वास्तव संख्या मोठ्या नसतील अशा संख्यांचा ती संच असेल. 
ह्या िागातील कोणतीही संख्या घ्या. मग a – ε ते a ह्याचं्या दरम्यान (म्हणजे a पासभन फार दभर नसणारा) 
असा एक तरी पक्ष असा वमळभ शकतो की फलाचे त्या वठकाणचे मभल्य वनदान ह्या संख्येइतपत असेल. (ε  
अगदी लहान आहे.) आता शक्य त्या सवय ε संख्या आवण संबंवधत असे वास्तव संख्याचें सवय िाग घेऊ. ह्या 
सवय िागाचं्या सामाईक िागाला आपण पक्ष a कडे जात असतानाचा “अंवतम छेद (Ultimate Section)” 
म्हणभ. z ही संख्या अवंतम छेदामध्ये आहे असे म्हणणे म्हणजे, आपण ε वकतीही लहान घेतला तरी ज्या 
पक्षापंासचे फलाचे मभल्य z हभन लहान नसेल असा एकतरी पक्ष a – ε ते a मध्ये असणारच. असे 
म्हणण्यासारखे आहे. [पृ. १११] 
 

आपण हीच प्रवक्रया वरच्या छेदानंाही लागभ करू. म्हणजे जे छेद खालपासभन एखाद्या कबदभपयंत 
जाण्याऐवजी, एखाद्या कबदभपासभन वरपयंत जातात, त्यानंाही लागभ करू. ह्या वळेी a – ε ते a मधील 
पक्षाकंरता असलेल्या सवय मभल्याहंभन ज्या संख्या लहान नसतात त्या संख्या आपण घेतो. ह्यामुळे आपल्याला 
वरचा छेद वमळतो.  ε बदलला की हा छेदही बदलेल. 
 

संिाव्य त्या सवय ε करता वमळणाऱ्या सवय वरच्या छेदाचंा सामाईक िाग घेतल्यास आपल्याला 
“वरचा अवंतम छेद (Ultimate upper section)” वमळेल. एखादी सखं्या z. वरच्या अवंतम छेदात आहे असे 
म्हणणे म्हणजे, आपण  ε वकतीही लहान घेतला तरी ज्या पक्षापंासचे फलाचे मभल्य z पेक्षा अवधक नसेल 
असा एकतरी पक्ष a – ε ते a यामंध्ये असणारच, असे म्हणण्यासारखे आहे. 

 
जर एखादे पद z, हे अंवतम छेद आवण वरचा अंवतम छेद ह्या दोन्हींत असेल तर ते पद “अंवतम 

आंदोलनात (Ultimate oscillation)” असते असे आपण म्हणभ. x शभन्याकडे जात असता, sin 1/x ह्या 
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फलाचे काय होते ह्या पनु्हा ववचार करून ही गोष्ट आपण समजावभन घेऊ. वरच्या व्याख्यातं बसवता याव े
म्हणभन हे मभल्य खालभन शभन्याकडे जात आहे असे आपण मानभ. 

 
“अंवतम छेदापासभन” आरंि करू या. ε काहीही असला तरी, –ε  ते 0 यामंध्ये फल, काही 

पक्षाकंरता 1 हे मभल्य घेईल, पण त्याहभन मोठे असे कोणतेही मभल्य घेणार नाही. म्हणभन अवंतम छेद हा 1 
पयंतच्या सवय संख्याचंा (धन आवण ऋण) म्हणजे सवय ऋण वास्तव संख्या, शभन्य आवण 1 पयंतच्या सवय धन 
संख्या, याचंा होईल. 

 
तद्वतच “वरचा अंवतम छेद” सव ंधन वास्तव सखं्या, शभन्य आवण -1 पयंतच्या सवय ऋण सखं्याचंा 

होईल. 
 
म्हणभन “अंवतम आदोलन” हे –1 ते 1 पयंतच्या (दोन्ही धरून) सवय वास्तव संख्याचें वमळभन होईल. 
 
आपण a च्या वकतीही जवळ गेलो तरी वनदान x इतका मोठा आकार असणारे तसेच वनदान x 

इतका लहान आकार असणारे मभल्य सापडेलच, असे सवय x, म्हणजेच पक्ष a कडे जात असता वमळणारे 
फलाचे “अंवतम आंदोलन” असे आपण सामान्यपणे म्हणभ. [पृ. ११२] 

 
अंवतम आंदोलनात एकही पद नसेल, एकच पद असेल ककवा अनेक पदे असतील. पवहल्या दोन 

प्रकारात फलाला खालभन (a च्या) जवळ जात असतानाची मयादा असते. जर अंवतम आंदोलनात एकच 
पद असेल तर हे सरळ आहे. एकही पद नसेल तरीही ते वततकेच सरळ आहे; कारण जर अवंतम आदंोलन 
वरक्त असेल तर अवंतम छेदाची आवण वरच्या अंवतम छेदाचंी सीमा एकच असल्याचे वसद्ध करणे अवघड 
नाही. आवण ही सीमा म्हणजे फलाची खालभन जवळ जात असता वमळणारी मयादा अशी व्याख्या करता 
येईल. पण जर अवंतम आंदोलनात अनेक पदे असतील तर खालभन जवळ जात असता फलालंा वनवित 
अशी मयादा नसते. ह्या प्रकारात आपण अंवतम आंदोलनाच्या वनम्न आवण उच्च सीमा (म्हणजे वरच्या अवंतम 
छेदाची वनम्न सीमा आवण अंवतम छेदाची उच्च सीमा) ह्या खालभन जवळ जात असतानाच्या “अंवतम” 
मभल्याचं्या वनम्न आवण उच्च मयादा म्हणभन घेऊ शकभ . त्याचप्रमाणे आपणाला वरून जवळ जात असतानाच्या 
अंवतम मभल्याचं्या वनम्न आवण उच्च मयादाही वमळतील. याप्रमाणे सामान्यतः, आपल्याला वदलेल्या a या 
पक्षाच्या जवळ जात असतानाच्या एकभ ण चाि मयादा वमळतील ज्यावळेी या चारही मयादा समान असतील 
त्यावळेीच त्या फलाला एकमेव (the) मयादा असते आवण ती त्या समान मभल्य इतकी असते. आवण a पासचे 
फलाचे मभल्यही वततकेच असेल, तर फल त्या पक्षापाशी सतंत असते. ही सातंत्याची व्याख्या घेता येईल. ही 
पभवीच्या व्याख्येशी समानाथीच आहे. 

 
अंवतम आंदोलन आवण सामान्य प्रकारातील चार मयादा, यातंभन न जाताही वदलेल्या पक्षाकरता 

फलाच्या मयादेची (मयादा अस्स्तत्वात असल्यास) व्याख्या आपल्याला करता येईल. पभवी जशी सातंत्याची 
व्याख्या केली तशीच व्याख्या याही वळेी करता येईल. खालभन जवळ जात असतानाच्या मयादेचीच व्याख्या 
करू. a च्या खालभन जवळ जात असताना वनवित मयादा असावयाची तर पुढील अट आवश्यक आवण पुरेशी 
आहे. σ ही कोणतीही लहान (धन) संख्या वदली असता, a च्या पुरेशा जवळच्या (पण a हभन लहान) 
पक्षापासच्या, फलाच्या मभल्यामंधील अंतर σ हभन लहान असेल, म्हणजे जर ε  पुरेसा लहान असेल आवण 
आपण a – ε व a ह्याचं्या दरम्यानचे कोणतेही दोन पक्ष (a सोडभन) घेतले असतील तर ह्या पक्षापंासच्या 
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मभल्यामंधील अंतर σ  हभन लहान असेल. σ वकतीही लहान असला तरी हीच पवरस्स्थती रावहली पावहजे. 
अशा वळेी (पक्ष) खालभन जवळ जात असता फलाला मयादा असते. त्याचप्रमाणे (पक्ष) वरून जवळ जात 
असतानाच्या प्रकारातही आपणाला मयादेची व्याख्या करता येईल. ह्या दोन्ही मयादा जरी अस्स्तत्वात 
असल्या, तरी त्या समान असतील असे नाही, आवण जरी समान असल्या तरी त्या a ह्या पक्षापासच्या 
फलाच्या मूल्याइतक्या असतील असेही नाही. ह्या शवेटच्या पवरस्स्थतीत (म्हणजे तीन्ही सखं्या समान 
असता) फल, a ह्या पक्षापाशी संतत आहे असे आपण म्हणतो. [पृ. ११३] 

 
ज्या वळेी फल प्रत्येक पक्षापाशी “संतत” असते त्या वळेी ते “संतत” (अमुक पक्षापाशी, अशा 

प्रकारचे ववशषेण न लावता) आहे असे म्हणतात. सातंत्याच्या व्याख्येकडे जाण्याचा आणखी एक ककवचतसा 
वनराळा प्रकार पुढीलप्रमाणे:— 

 
जर एखादी संख्या अशी असेल की त्या संख्येपाशी (पक्ष म्हणभन) आवण वतच्याहभन मोठ्या असलेल्या 

पक्षापंाशी (सखं्यापंाशी ), फलाचे मभल्य α ह्या वगाचा, सदस्य आहे तर ते फल “अंवतमतः α ह्या वगात 
कें वद्रत होते” असे म्हणभ. त्याचप्रमाणे ज्या वळेी y हा x पेक्षा लहान असा एखादा पक्ष (सखं्या) असा असेल 
की y (धरून) पासभन x (वगळभन) पयंतच्या प्रत्येक पक्षापासचे मभल्य α चे सदस्य असेल त्या वळेी फल, “x 
ह्या पक्षाकडे खालभन जवळ जात असता α ह्या वगात कें वद्रत होते” असे म्हणभ. ज्यावळेी f(a) हे a पासचे मभल्य 
असेल आवण पुढील चार अटी ते फल पभणय करीत असेल त्या वळेी ते सतंत आहे असे आता आपण म्हणभ. 
 

(१) f (a) पेक्षा लहान अशी कोणतीही संख्या वदली असल्यास पक्ष, a कडे खालभन जात असता या 
संख्येच्या अनुचरामंध्ये (म्हणजे त्याचं्या संचामंध्ये) फल कें वद्रत होते. 

 
(२) f (a) पेक्षा मोठी अशी कोणतीही संख्या वदली असल्यास पक्ष, a कडे खालभन जात असता ह्या 

संख्येच्या पभवयचरामंध्ये फल कें वद्रत होते. 
 
(३) आवण (४) वरील सारख्याच अटी, फक्त पक्ष, a कडे वरून येत असावा. ह्या पद्धतीने व्याख्या 

करण्यामध्ये काही फायदे आहेत. वतच्यात सातंत्याच्या अटींचे चार तुकड्ात वविाजन झाले आहे; ज्या 
पक्षाच्या आवण ज्या मभल्याच्या संदिात सातंत्याची व्याख्या करावयाची असेल त्याचं्यापेक्षा लहान ककवा मोठे, 
पक्ष आवण मभल्ये ह्याचं्या ववचारातभन ते चार वविाग केले गेले आहेत. 

 
आता आपण आपल्या व्याख्याचें सामान्यीकरण अशा प्रकारे करू की ज्या मावलका संख्यात्मक 

नाहीत ककवा सखं्याचं्या रूपात ज्याचें मोजमाप करता येत नाही त्यानंाही ह्या व्याख्या लागभ पडाव्यात. 
ह्यासाठी गतीचे उदाहरण मनात ठेवणे सोईचे होईल. एखाद्या पक्षाकरता फलाची मयादा आवण त्याच 
पक्षाकरता त्याचे मभल्य यातंील फरक गतीच्या साह्याने स्पष्ट करता येईल, अशा प्रकारची एच्. जी. वले्सची 
एक कथा आहे. गोष्टीतील नायकाजवळ त्याला मावहती नसलेली पण त्याची इच्छा पभणय करणारी एक शक्ती 
असते. त्याच्यावर एक पोवलस हल्ला करतो. तो “- कडे जा” असे उद गारताच पोवलस नाहीसा होतो. जर t 
ह्या काळी पोवलसाचे स्थान f (t) असेल, t0 ह्या क्षणी उद गार वनघाले असतील तर t0 कडे, t खालभन जवळ 
येत असता पोवलसाच्या स्थानाची मयादा कथेच्या नायकापाशी असेल पण t0 पासची ककमत ‘—’ असेल. 
अथात असे प्रसंग व्यावहावरक जगात ववरळा. आवण प्रत्यक्षात जरी चागंलासा पुरावा वमळालेला नसला तरी 
सवय गती या सतंतच आहेत असे गृहीत धरले जाते. म्हणजे कोणतीही वस्तभ वदली असता जर t ह्या काळी 
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वतचे स्थान f (t) असेल, तर f (t) हे t चे संतत फल असते. अशा ववधानामंध्ये अपेवक्षत असलेली 
सातंत्याच्या अथाची, करता येईल तेवढी सोपी व्याख्या आपण करू इस्च्छतो. [पृ. ११४] 
 

पक्ष आवण मभल्य दोन्ही वास्तव संख्या असता वदलेल्या व्याख्या अवधक व्यापक प्रकाराकंरता सहज 
लागभ करता येतील. 

 
P आवण Q हे दोन संबधं घ्या. आवण जरी आपल्या व्याख्याकरता आवश्यक नसले तरी ते संबधं 

मावलकारूप असल्याचे मानणे उत्तम. ज्याचा प्रदेश P च्या के्षत्रातंगयत असेल आवण ज्याचा व्यस्त प्रदेश Q च्या 
के्षत्रातंगयत असेल असा R हा एक-अनेक संबधं घेऊ. मग (व्यापक अथाने) R म्हणजे, ज्याचे पक्ष Q च्या 
के्षत्रात आवण ज्याची मभल्ये P च्या के्षत्रात असतील असे फल होईल. समजा, आपण रेषेवरून वफरणाऱ्या एका 
कणाचा ववचार करीत आहोत. Q म्हणजे कालमावलका समजभ. P ही आपल्या रेषेवरील डावीकडभन 
उजवीकडे जाणाऱ्या कबदभंची मावलका समजभ. R हा संबंध म्हणजे ‘a ह्या क्षणाचा ’, a ह्या क्षणी, आपल्या 
कणाच्या, रेषेवरील स्थानाशी असलेला सबंधं मानभ. मग “a चा R” म्हणजे त्या कणाचे a ह्या क्षणीचे स्थान 
होईल. आपल्या व्याख्याचं्या वववचेनामध्ये हे उदाहरण नीट लक्षात ठेवाव.े a ह्या पक्षापासचे मभल्य ज्यात 
आहेत असा P मावलकेतील α हा कोणताही अंतराल घ्या. जर Q मावलकेत, a हा ज्याचा अंत्यकबदभ 
(Endpoint) नसेल असा एखादा अतंराल असेल की ह्या अतंरालाच्या सबंधंात सवयत्र, R ह्या फलाची मभल्ये 
α मध्येच राहतात तर तो सतंत आहे असे आपण म्हणभ. (अंतराल म्हणजे कोणत्याही दोन पदामंधील सवय 
कबदभंचा सचं; म्हणजे P च्या के्षत्रातील x आवण y ही कोणतीही दोन पदे असतील आवण x चा y शी P–सबंधं 
असेस तर x चा ज्या z शी P–संबधं असेल आवण z चा y शी P–संबंध असेल अशी सवय पदे z, आवण 
त्याजंबरोबर स्वतः x आवण y सुद्धा, घेऊन वमळणारा सचं म्हणजे “x पासभन y पयंतचा P–अतंराल” असे 
आपण म्हणभ. [पृ. ११५] 

 
“अंवतम छेद” आवण “अंवतम आंदोलन” याचं्या व्याख्या आपण सहज देऊ शकभ . a ह्या पक्षाकडे 

खालभन जवळ जात असता “अवंतम छेद” याची व्याख्या करण्याकरता a च्या आधी येणारा म्हणजे ज्याचा a 
शी Q–सबंधं आहे असा y हा कोणताही एक पक्ष घ्या; y आवण y पयंतच्या सवय पक्षाकंरता वमळणारी फलाची 
सवय मभल्ये घ्या; आवण मभल्यामुंळे होणारा P चा छेद, म्हणजे ह्या मभल्याइंतके असणारे ककवा ह्या मभल्याचं्या 
आधी येणारे असे P-मावलकेचे सवय सदस्य घ्या; हाच अंवतम छेद होय. वरचा अंवतम छेद आवण अंवतम 
आंदोलन याचं्या व्याख्या आता पभवीप्रमाणेच देता येतील. 

 
कें वद्रत्वाची (Convergence) आवण त्यातभन उद िवणारी सातंत्याची वैकस्ल्पक व्याख्या करताना 

सुद्धा कोणत्याही प्रकारची अडचण येत नाही. 
 
जर R च्या व्यस्त प्रदेशाचा आवण Q च्या के्षत्राचा y हा असा एक सदस्य असेल की R–फलाचे y ह्या 

पक्षापासचे मभल्य आवण y चा ज्या ज्या पक्षाशी Q–संबधं असेल त्या पक्षापासचे मभल्य, ही सवय α मध्ये 
असतील, तर ते फल “अवंतमतः α मध्ये Q – कंवद्रत” आहे असे आपण म्हणभ. a शी Q-सबंधं असणारे आवण 
R च्या व्यस्त प्रदेशात असणारे एखादे पद y जर असे असेल की y (धरून) पासभन ते a (वगळभन) पयंतच्या 
Q–अतंरालातील कोणत्याही पक्षापासचे फलाचे मभल्य α मध्ये असेल, तर R हे फल, “पक्ष, a ह्या वदलेल्या 
पक्षाप्रत जात असता α मध्ये Q– कें वद्रत” असते असे आपण म्हणभ. 
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आपले फल a पाशी संतत असण्याकरता त्याने पभणय करावयाच्या चार अटींपकैी पवहली, अट 
पुढीलप्रमाणे होईल; त्यासाठी a ह्या पक्षापासच्या मभल्याकरता b वलहभ: b शी P सबंधं असणारे कोणतेही एक 
पद वदले असल्यास, पक्ष, a कडे खालभन जवळ जात असता R हे फल, b च्या अनुचरामंध्ये (P ला 
अनुलक्षभन) Q–कें वद्रत असते. [पृ. ११६] 

 
 P ऐवजी त्याचा व्यस्त घेतल्यास दुसरी अट वमळेल, पवहल्या आवण दुसऱ्यात Q ऐवजी त्याचा 

व्यस्त घेतल्यास वतसरी व चौथी वमळतील. 
 
तेव्हा फलाच्या मयादेववषयीची कल्पना ककवा सातंत्याववषयीची कल्पना, यातं संख्याचंाच अतंिाव 

केला पावहजे असे काही नाही. दोघाचंीही व्यापक व्याख्या करता येईल, आवण त्याचं्याबद्दलची अनेक प्रमेये 
कोणत्याही दोन मावलकाचं्या (एक मावलका पक्षाचंी आवण दुसरी मावलका मभल्याचंी आहे असे म्हणभन्) 
संदिात वसद्ध करता येतील. ह्यात असे वदसेल की व्याख्यामंध्ये शभन्यलब्धींचा अंतिाव केलेला नाही. ज्या 
अतंरालाची लाबंी प्रत्यक्षात शभन्य होत नाही पण अमयादपणे लहान होते अशा अतंरालाचं्या असखं्य वगांचा 
त्यात अंतिाव केलेला होता. पण सातं नसणारा असा एकही अंतराल त्यात नव्हता; पुढील 
उदाहरणाप्रमाणेच हे आहे: एक इचं लाबंीची एक रेषा प्रथम वनम्मी केली, मग पनु्हा वनम्मी केली, आवण असे 
अमयाद वळेा केले, तरी आपण शभन्यलब्धींकडे कधीही जात नाही. n वळेा दुिागल्यावर आपल्या रेषेची 
लाबंी 1/2n इचं येईल आवण n कोणतीही सातंसखं्या असता ही सखं्यासुद्धा सातंच राहील. क्रमशः वद्विाजन 
केल्याने आपल्या एकभ ण िागाचंी क्रवमक सखं्या कधीही अनंत होत नाही. कारण मभलतः ती ‘एका वळेी एक’ 
अशी प्रवक्रया असते. ह्या पद्धतीने शभन्यलब्धींकडे जाता येणार नाही. ह्या ववषयाबंद्दलच्या समजुतींत 
असलेल्या गोंधळामुंळेच अनंत आवण मयादा ह्याबंद्दलच्या चचेमध्ये अडचणी येत असल्याचे वदसभन येते. 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण १२ 
 

उद्ग्रहि आणि गुिन-णसद्धान्त 
 
जो माडंता येतो पण तकय शास्त्राने वसद्ध करता येत नाही आवण जो सोईस्कर आहे पण अपवरहायय 

नाही, अशा एका वसद्धातंाचा ववचार आपल्याला ह्या प्रकरणात करावयाचा आहे. जी अनेक प्रमेये, 
स्वािाववकतः सत्य असल्याचे समजले जाते, पण ह्याच्या साह्यावशवाय वसद्ध करता येत नाहीत अशा अनेक 
प्रमेयाचं्या दृष्टीने तो सोईस्कर आहे; पण तो अपवरहायय नाही. कारण ती प्रमेये ज्या ववषयातं उद िवतात ते 
ववषय त्या प्रमेयावंशवायही अस्स्तत्वात राहतात; कवचत ते काहीसे ववकलागं होत असतील इतकेच. [पृ. 
११७] 
 

गुणन-वसद्धातं माडंण्यापभवी प्रथम आपल्याला उद्ग्ग्रहणाच्या तत्त्वाचे स्पष्टीकरण केले पावहजे आवण 
ज्या वळेी गुणकाचंी सखं्या अनंत असेल त्या वळेच्या गुणाकाराची व्याख्या वदली पावहजे. 

 
अंकगवणतीय वक्रयाचंी व्याख्या करण्याची योग्य पद्धत म्हणजे आवश्यक तेवढी पदे असणारा वगय 

(ककवा संबधंकाचं्या बाबतीतील सबंंध) प्रत्यक्ष घडवणे ही होय. हे करण्याकरता काही प्रमाणात कौशल्य 
लागते. पण प्रस्तुत संख्येचे अस्स्तत्व वसद्ध करण्याकरता हे अटळ आहे. सोपे उदाहरण म्हणभन वरेीज घ्या. 
समजा, आपल्याला μ हा प्रधानाकं आवण μ पदे असलेला α हा वगय वदला आहे. मग μ + μ ची व्याख्या 
आपण कशी करावी? ह्यासाठी आपल्याजवळ प्रत्येकी μ घटक असणारे दोन वगय हवते. आवण त्याचं्यात 
सामाईक घटक नसावते. α पासभन आपल्याला असे वगय अनेक प्रकारे घडवता येतील; ह्यापकैी पढुील प्रकार 
बहुधा सवात सोपा आहे: प्रथम, वजचे पवहले पद हे α मधील एकच सदस्य असणारा वगय आहे, आवण दुसरे 
पद वरक्त वगय आहे. अशी सवय क्रवमत युग्मे (Ordered pair) बनवा. नंतर, वजचे पवहले पद वरक्तवगय आवण 
दुसरे पद हे α मधील एकच सदस्य असणारा वगय आहे, अशी सवय क्रवमत युग्मे बनवा. युग्माचं्या ह्या दोन्ही 
वगांमध्ये एकही सामाईक पद नसेल, आवण त्याचं्या तार्मकक बेरजेमध्ये μ + μ पदे असतील. अगदी याच 
पद्धतीने µ पदे असणारा α आवण  ν पदे असणारा β हे वगय वदले असता μ + ν ची व्याख्या करता येईल. [पृ. 
११८] 

 
अशा व्याख्या बहुधा, सोइस्कर तावंत्रक साधन शोधभन काढण्यापुरत्याच मयावदत असतात. पण 

गुणकाचंी संख्या अनंत असता, गुणाकाराच्या वळेी अशा व्याख्येमधभन अनेक महत्त्वाचे प्रश्न वनमाण होतात. 
 

ज्या वळेी गुणकाचंी संख्या सातं असते त्या वळेी गुणाकार करताना कोणतीही अडचण येत नाही. 
ज्यातं अनुक्रमे μ आवण  ν पदे आहेत असे α आवण β हे वगय वदले असता, पवहले पद α मधभन आवण दुसरे β 
मधभन वनवडभन वमळणाऱ्या सवय क्रवमत युग्माचंी संख्या म्हणजे μ x ν, अशी व्याख्या आपण करू शकभ . ह्या 
व्याख्येत α आवण β परस्परात वमसळलेले नसलेच पावहजेत असे नाही. α आवण β अगदी समान असले 
तरीही हीच व्याख्या योग्य ठरते. उदाहरणाथय, ज्याचे घटक x1, x2, x3, हे आहेत असा α हा वगय घ्या. मग μ 
x μ ची व्याख्या करण्याकरता वापरावयाचा वगय म्हणजे पढुील युग्माचंा वगय राहील: 

 
(x1, x1), (x1, x2), (x1, x3), (x2, x1), (x2, x2), (x2, x3), (x3, x1), (x3, x2), (x3, x3). 



 अनुक्रमणिका 

 
μ आवण  ν दोन्ही अनंत असले तरीसुद्धा हीच व्याख्या योग्य ठरते; तसेच ती क्रमाक्रमाने तीन चार ककवा 
वकतीही, पण सातं, गुणकापंयंत वाढवता येते. ह्या व्याख्येच्या बाबतीत कोणतीही अडचण येत नाही. फक्त 
ती व्याख्या गुणकाचंी संख्या अनंत असता लागभ पडत नाही. 

 
गुणकाचंी संख्या अनंत असता गुणाकार करण्याचा प्रश्न पुढील प्रकारे उद्भवतो: समजा, 

आपल्याकडे  κ हा एक वगांचा वगय आहे. समजा, ह्यातील प्रत्येक वगातील पदाचंी सखं्या आपल्याला वदली 
आहे. ह्या सवय संख्याचं्या गुणाकाराची व्याख्या आपण कशी करवी? जर आपली व्याख्या व्यापक असेल तर 
ती  κ सान्त ककवा अनंत असताही लागभ पडेल. येथे हे लक्षात घ्याव ेकी, मुख्य प्रश्न κ  अनंत असताना काय 
कराव ेहा आहे; κ  मधील वगय अनंत असताना काय कराव ेहा नव्हे. जर κ सान्त असेल, तर वर वदलेली 
पद्धत त्याचे वगय सातं असताना जशी लागभ पडेल तशीच ती, ते अनंत असतानाही लागभ पडेल. प्रश्न, κ  
अनंत असताना (मग त्याचे सदस्य सातं असले तरी) काय मागय काढावा हा आहे. [पृ. ११९] 

 
सामान्यपणे, गुणाकार करण्याची पढुील पद्धत डॉ. व्हाइटहेड याचंी आहे. ती Principia 

Mathematica, vol. i ❋ 80 ff आवण vol. ii ❋ 114 मध्ये ववस्ताराने स्पष्ट केली आहे. 
 
ज्यातील कोणतेही दोन वगय परस्परात वमसळलेले नाहीत, अशा वगांचा κ हा एक वगय आहे असे 

समजभ– समजा एखाद्या देशातील सवय मतदार संघ घेतले. प्रत्येक मतदार संघ हा मतदाराचंा बनलेला 
आहे, आवण बहुसदस्य मतदानाची पद्धत नाही. आता प्रत्येक वगातील एकेक पद प्रवतवनधी म्हणभन 
वनवडायचे काम करू या; जसे प्रत्येक मतदारसघं लोकसिेकरता एकेक सिासद वनवडभन देतो तसे. वनयम 
असा आहे की, प्रत्येक मतदारसंघाने आपल्यातभनच, मतदार असेल असा एकच माणभस वनवडभन द्यायचा 
आहे. याप्रमाणे आपल्या प्रत्येक मतदारसंघातभन एकेक सिासद वनवडभन, लोकसिा म्हणभन प्रवतवनधींचा वगय 
वमळतो. लोकसिा वनवडण्याचे वकती विन्न प्रकार आपल्याला वमळतील? प्रत्येक सघं एक प्रवतवनधी वनवडभ  
शकतो, म्हणभन जर संघात  μ मतदार असतील तर एकभ ण μ प्रकारे वनवड करता येईल. वनरवनराळ्या 
संघाचं्या वनवडी स्वतंत्र आहेत; तेव्हा हे उघड आहे की संघाचंी संख्या सातं असता, संिाव्य विन्न विन्न 
लोकसिाचंी संख्या, ववववध संघातंील मतदाराचं्या सखं्याचंा गुणाकार करून वमळेल. ज्या वळेी संघाचंी 
संख्या सातं आहे, की अनंत आहे, हे मावहती नसेल त्या वळेी, संिाव्य विन्न विन्न लोकसिाचंी संख्या 
म्हणजेच वगेवगेळ्या संघातील मतदार संख्याचंा गुणाकार, अशी व्याख्या आपण करू. ह्या पद्धतीने अनंत 
गुणाकाराचंी व्याख्या करतात. आता, आपण उदाहरणाचंा आधार सोडभन देऊन काटेकोर माडंणीकडे वळले 
पावहजे. 

 
κ हा वगांचा वगय घ्या. प्रारंिी असे मानभ, की κ चे कोणतेही दोन वगय परस्परात वमसळत नाहीत, 

म्हणजे α आवण β हे κ चे दोन विन्न सदस्य असतील तर एकाचा कुठलाही घटक दुसऱ्यात नसेल. जर 
एखादा वगय κ मधील प्रत्येक घटकातील नेमका एक घटक घेऊन बनलेला असेल तर त्या वगाला आपण κ 
मधभन केलेले उद्ग्ग्रहण (Selection) म्हणभ; तो μ ने दाखवभ. म्हणजे जर μ मधील प्रत्येक घटक κ  च्या 
एखाद्या सदस्यात असेल, आवण α हा κ चा कोणताही एक सदस्य असता μ आवण α ह्यातं नेमके एक पद 
सामाइक असेल, तर μ ला κ मधभन केलेले उद्ग्ग्रहण असे म्हणभ. κ मधभन केलेल्या सवय उद्ग्ग्रहणाचं्या वगाला 
आपण κ चा “गुणनवगय (Mutliplicative class)” म्हणभ. κ च्या गुणनवगातील पदाचं्या संख्येला म्हणजे  κ 
मधभन करता येईल अशा सवय संिाव्य उद्ग्ग्रहणाचं्या सखं्येलाच κ मधील सदस्याचं्या सखं्याचंा गुणाकार 
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म्हणतात. κ सातं असो वा अनंत असो, ही व्याख्या सारखीच लागभ पडते. ह्या व्याख्या पभणय समाधानकारक 
करण्याकरता, κ चे कोणतेही दोन सदस्य परस्परातं वमसळभ नयेत हे बधन आपण काढले पावहजे. ह्याकरता 
प्रथम “उद्ग्ग्रहण” वगाची व्याख्या करण्यापभवी आपण “उद्ग्ग्राहक (Selector)” ह्या सबंधंाची व्याख्या करू. 
जर R हा संबंध κ मधील प्रत्येक सदस्यातभन एकेक पद त्या सदस्याचे प्रवतवनधी-पद (Representative) 
म्हणभन वनवडीत असेल तर त्याला आपण κ मधील “उद्ग्ग्राहक” म्हणभ; म्हणजे α हा κ मधील कोणताही एक 
वगय वदला असेल तर, जो α चा सदस्य असेल आवण ज्याचा α शी R संबंध असेल असे x हे नेमके एकच पद 
असते. याची काटेकोर व्याख्या अशी: [पृ. १२०] 

 
κ ह्या वगांच्या वगामधील “उद्ग्ग्राहक” म्हणजे ज्याचा व्यस्त प्रदेश κ असेल असा एक-अनेक सबंधं 

आहे. आवण जर x चा α शी हा संबधं असेल तर x, α चा सदस्य असतो. 
 

जर R हा κ मधील उद्ग्ग्राहक असेल, α हा  κ चा सदस्य असेल, आवण x ह्या पदाचा α शी R-सबंधं 
असेल, तर x ला आपण α चा R-संबधंाच्या संदिातील प्रवतवनधी म्हणभ. 

 
आता  κ मधील “उद्ग्ग्रहणाला” आपण उद्ग्ग्राहकाचा प्रदेश म्हणभ, आवण पभवीप्रमाणेच गुणनवगय 

म्हणजे, सवय उद्ग्ग्रहणाचंा वगय म्हणभ. 
 
पण ज्या वळेी  κ चे सदस्य एकमेकात वमसळतात, त्या वळेी उद्ग्ग्रहणापेंक्षा उद्ग्ग्राहक अवधक असभ 

शकतील. x हे पद α आवण β ह्या दोन्ही वगात असता ते एकदा α चा प्रवतवनधी आवण एकदा β चा प्रवतवनधी 
म्हणभन वनवडले जाऊ शकेल. त्यामुळे त्या दोन प्रकारात दोन विन्न उद्ग्ग्राहक वनमाण होईल पण उद्ग्ग्रहण 
तेच येईल म्हणभन गुणाकाराची व्याख्या करण्याकरता आपल्याला उद्ग्ग्रहणाऐंवजी उद्ग्ग्राहकच अवधक 
करून लागतील. म्हणभन व्याख्या अशी केली पावहजे: 

 
“κ ह्या वगांच्या वगातील सदस्याचं्या संख्याचंा गुणाकार” म्हणजे κ मधील उद्ग्ग्राहकाचंी सखं्या 

होय. 
 
वरील योजनेच्या साह्याने आपण घातकरणाचीही व्याख्या करू शकभ . अथात μν म्हणजे प्रत्येक 

वगात μ पदे आहेत अशा एकभ ण  ν वगांमधील उद्ग्ग्राहकाचंी संख्या, अशी व्याख्या आपण करू शकभ . पण 
ह्यावर काही आके्षप घेतले जातात; ववशषेतः ह्या प्रकारे व्याख्या करण्यात गुणन-वसद्धातंाचा (ह्याववषयी 
लवकरच बोलभ) उपयोग केला जातो, म्हणभन त्याऐवजी आपण पढुील रचना स्वीकारू: [पृ. १२१]  

 
ज्यात μ पदे आहेत असा α हा वगय आवण ज्यात ν पदे आहेत असा β हा वगय घेऊ. y हा β चा एक 

सदस्य घ्या आवण ज्याचे पवहले पद α चा एक सदस्य आवण दुसरे पद y आहे अशा सवय क्रवमत युग्माचंा वगय 
बनवा. अशी एकभ ण μ युग्मे होतील, कारण वदलेल्या y करता α मधील कोणताही सदस्य पवहले पद म्हणभन 
घेता येईल. आवण α मध्ये  μ सदस्य आहेत. y बदलभन वमळणारे असे सवय वगय आपण बनवले तर आपल्याला 
एकभ ण  ν वगय वमळतील कारण y हा β चा कोणताही सदस्य असभ शकेल आवण β मध्ये एकभ ण ν सदस्य आहेत. 
ह्या  ν वगांपैकी प्रत्येक वगय, युग्माचंा वगय आहे. आवण यापंकैी प्रत्येक वगय, α मधील एकेक बदलता सदस्य 
आवण β मधील वनवित सदस्य अशाचं्या जोड्ापंासभन बनलेला आहे. ह्या ν वगांच्या वगांमधील 
उद्ग्ग्राहकाचंी संख्या म्हणजे μν अशी व्याख्या आपण करू, ककवा तसेच म्हटले तर 

μ
ν म्हणजे सवय 



 अनुक्रमणिका 

उद्ग्ग्रहणाचंी संख्या असेही आपण म्हणभ शकतो. कारण आता आपले वगय परस्परातं वमसळलेले नसल्याने 
उद्ग्ग्राहकाचंी संख्या उद्ग्ग्रहणाचं्या संख्येइतकीच राहील. आपल्या वगांच्या वगामधील उद्ग्ग्रहण म्हणजे 
क्रवमत युग्माचंा सचं होय. ह्या युग्मापंैकी नेमके एक असे असेल की त्याचे दुसरे पद β मधील कोणतेही 
वदलेले पद आवण पवहले α मधील कोणतेही पद आहे. तेव्हा प्रत्येकात μ पदे असतील अशा  ν वगांच्या 
एखाद्या संचातील उद्ग्ग्राहकाचं्या साह्याने μν व्याख्या आपण केली. ह्या सचंाची घटना वववशष्ट प्रकारची 
असभन त्याची अंतरयचना व्यापक प्रकारापेंक्षा हाताळण्यास अवधक सोपी आहे. ह्याचा गुणन-वसद्धातंाशी काय 
संबंध आहे ते पढेु लवकरच येईल. 
 

घातकरणाला जी पद्धत लागभ पडते तेच दोन प्रधानाकंाचं्या गुणाकारालाही लागभ पडते. “μ × ν” ची 
व्याख्या आपण, प्रत्येकात μ पदे असतील अशा  ν वगांच्या सखं्याचंी बरेीज अशी करू शकतो, पण α मधील 
एक घटक आवण मग β मधील एक घटक अशा तऱ्हेने वमळणाऱ्या युग्माचंी संख्या, अशी त्याची व्याख्या 
करणे आपण अवधक पसंत करू. (येथे α मध्ये μ आवण β मध्ये ν पदे आहेत.) वशवाय गुणन-वसद्धातंाची 
आवश्यकता टाळण्याची योजनाही ह्या व्याख्येत आहे. 

 
आपल्या व्याख्येवरून गुणाकाराचे आवण घाताकंाचें नेहमीचे वनयमही आपण वसद्ध करू शकतो. पण 

यात एक गोष्ट अशी आहे की ती आपण वसद्ध करू शकणार नाही. ज्या वळेी एक तरी गुणक शभन्य असतो त्या 
वळेी गुणाकार शभन्य असतो हे आपण वसद्ध करू शकणार नाही. ज्या वळेी गुणकाचंी सखं्या सान्त असेल त्या 
वळेी आपल्याला हे वसद्ध करता येईल. पण अनंत असताना येणार नाही. दुसऱ्या शब्दातं, ज्यातील एकही 
वगय वरक्त नाही अशा वगांचा एक वगय वदला असेल तर त्याचं्यात एक (तरी) उद्ग्ग्राहक असतोच ककवा 
परस्परववयुक्त अशा वगांचा वगय वदला असता प्रत्येकातील नेमके एकच पद असेल असा एक तरी वगय 
असतोच हे आपल्याला वसद्ध करता येणार नाही. ह्या गोष्टी वसद्ध करता येणार नाहीत आवण जरी त्या 
प्रथमदशयनी सरळ आहेत असे वाटत असले तरी, पनुः पनुः ववचार केल्यास, हळभहळभ त्याचं्याबद्दलच्या शकंा 
वाढतच जातात. आवण सरतेशवेटी समातंर-वसद्धातंाप्रमाणे हे ववधानसुद्धा, आवण त्याचे पवरणामही, सत्य 
की असत्य हे कधीकाळी मावहती होईल हे, गृहीत न धरताच स्वीकारणे िाग पडते. थोड्ा सैल िाषेत 
सागंावयाचे तर आपले गृहीत असे: अपेवक्षत वठकाणी आवण वळेी उद्ग्ग्राहक आवण उद्ग्ग्रहणे अस्स्तत्वात 
असतात. ते काटेकोरपणे माडंण्याचे अनेक समानाथी (Equivalent) पयाय आहेत. आपण खाली वदलेल्या 
पयायापासभन आरंि करू: [पृ. १२२] 
 

“परस्परववयुक्त व वरक्त नसलेल्या वगांचा कोणताही वगय वदला असता, ज्यात प्रत्येक वगातील 
नेमका एकच घटक असेल असा एक वगय अस्स्तत्वात असतो.” 
 

ह्या प्रववधानाला आपण “गुणन वसद्धातं”[ले. टी. : Principia mathematica, vol. i ❋  88, तसेच vol. iii ❋  
257-58 पाहा.  

अ. टी. : आजकाल यालाच उद्ग्ग्रहण वसद्धातं Axiom of choice म्हणतात. याची बाह्यतः विन्न अशी अनेक रूपे आहेत.] म्हणभ. 
प्रथम आपण ह्या प्रववधानाशी समानाथी अशी ववववध रूपे देऊ. आवण त्याचे सत्यासत्यत्व वजथे गवणताच्या 
दृष्टीने उपयोगी आहे, असे काही प्रकार पाहभ. 
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गुणन वसद्धान्त पुढील प्रववधानाशी समानाथी आहे. वनदान एक गुणक शभन्य असेल तरच गुणाकार 
शभन्य असतो. म्हणजे जर काही प्रधानाकंाचंा गुणाकार केला असेल तर त्यापैकी एक तरी शभन्य 
असल्यावशवाय गुणाकार शभन्य येणार नाही. 

 
गुणन वसद्धान्त पढुील प्रववधानाशी समानाथी आहे; जर R हा एक सबंधं असेल आवण R च्या व्यस्त 

प्रदेशात अतंिभयत असलेला  κ हा कोणताही एक वगय असेल तर, ज्याच्यापासभन R वमळवता येतो आवण ज्याचा 
व्यस्त प्रदेश  κ आहे असा एक तरी एक-अनेक सबंंध अस्स्तत्वात असतो. 

 
गुणन-वसद्धातं पुढील प्रववधानाशी समानाथी आहे: जर α हा कोणताही वगय असेल आवण  κ हा α 

च्या, वरक्त वगळता सवय उपवगांचा वगय असेल तर κ  मध्ये एकतरी उद्ग्ग्राहक असतो. वसद्धान्ताचे हे रूप 
वशवक्षत जगाच्या नजरेस प्रथम त्सेमेलो (Zermelo) याने आपल्या “Beweis dass jede menge 
wohlgeordnet werden kann” (बेवाइस् डास् येड ऽ मेंग ऽ वोल्गेओडयनेट वडेेन कान्. प्रत्येक सचं 
सुक्रवमत करता येतो याची वसद्धता), या लेखात [ले. टी. : Mathematische annalen (माटेमावटश्श आनालेन्) vol. ix, pp. 

514-16 ह्या रूपाला आपण त्सेमेलोचा वसद्धातं म्हणभ.] त्सेमेलो ह्या वसद्धान्ताला, शकंातीत सत्य मानतो. जोवर त्याने तो 
स्पष्टपणे माडंला नव्हता तोवर गवणतज्ञ मनात शकंा सुद्धा न आणता त्याचा वापर करीत होते, हे कबभल केले 
पावहजे; पण त्यानंी हे अजाणता केले असाव ेअसे वदसते. आवण स्पष्ट रूपात तो माडंण्याचे त्सेमेलोचे श्रये हे, 
तो (वसद्धान्त) सत्य की असत्य ह्यावर यस्त्कंवचतही अवलंबभन नाही. [पृ. १२३] 
 

वर उल्लेवखलेल्या वसद्धतेत त्सेमेलोने गुणन-वसद्धातं पुढील प्रववधानाशी समानाथी असल्याचे 
दाखवले होते: प्रत्येक वगय सुक्रवमत करता येतो; म्हणजेच प्रत्येक उपवगाला (अथात वरक्त उपवगय सोडभन) 
पवहले पद असेल अशा तऱ्हेने तो मावलकेच्या रूपात रचता येतो. ह्या प्रववधानाची संपभणय वसद्धता अवघड 
आहे. पण ज्या तत्त्वापासभन वसद्धतेची सुरुवात होते ते सवयसाधारण तत्त्व समजभन घेणे मात्र अवघड नाही. 
त्यामध्ये, आपण ज्याला “त्सेमेलोचा वसद्धातं” म्हणतो ते स्वरूप वापरले आहे. त्यात असे गृहीत धरलेले 
आहे की, α हा कोणताही वगय वदला असेल तर, R हा एकतरी एक-अनेक सबंंध असा असतो की ज्याचा 
व्यस्त प्रदेश म्हणजे α चे सवय उपवगय असतील आवण जर x चा  ξ शी R-संबधं असेल तर x हा ξ  चा सदस्य 
असेल. हा सबंंध प्रत्येक उपवगातभन एक “प्रवतवनधी” उचलतो; अथात वकत्येकदा दोन उपवगांचा तोच 
प्रवतवनधी असभ शकेल. त्सेमेलो शवेटी काय करीत असेल तर तो α च्या सदस्याचंी, R आवण सान्तातीत 
(Transfinite) ववगमन याचं्या साह्याने एक-एक करून गणना करतो. α चाच प्रवतवनधी आपण प्रथम माडंभ ; 
त्याला x1 म्हणभ. नंतर α मधभन x1 वगळभन वमळणाऱ्या वगाचा प्रवतवनधी घेऊ; त्याला x2 म्हणभ तो x1 पेक्षा 
वनराळा असणार, कारण कोणत्याही वगाचा प्रवतवनधी त्या वगाचा सदस्य असणार आवण x1 तर ह्या वगाच्या 
बाहेर आहे. त्याच पद्धतीचा अवलंब करून x2 सुद्धा काडभन घ्या आवण उरलेल्याचा प्रवतवनधी म्हणभन x3 घ्या. 
ह्या रीतीने α सान्त नसल्याचे मानल्यास आपल्याला x1, x2, ..., xn अशी श्रढेी वमळेल. नंतर आपण ही सवय 
मावलकाच काढभन घेऊ; मग α मधभन जे उरेल त्याचा प्रवतवनधी म्हणभन xω घेऊ. या रीतीने α सपंभन जाईपयंत 
आपण करू शकभ . क्रमशः वमळणाऱ्या ह्या प्रवतवनधींमुळे आपल्याला α च्या सदस्याचंी एक सुक्रवमत मावलका 
वमळेल. (वर वदलेली माडंणी, वसद्धतेच्या सवयसाधारण मागाची एक केवळ झलक आहे.) ह्या प्रववधानाला 
“त्सेमेलोचे प्रमेय” म्हणतात. [पृ. १२४] 
 

गुणन-वसद्धातं पुढच्या प्रववधानाशीही समानाथी आहे: जर कोणतेही दोन असमान प्रधानाकं वदले 
तर त्यातील कोणता तरी एक दुसऱ्यापेक्षा मोठा असतोच. जर हा वसद्धातं असत्य असेल तर μ हा ν पेक्षा 
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मोठा नाही ककवा त्याच्याशी समानही नाही अशा तऱ्हेचे दोन प्रधानाकं  μ आवण  ν असभ शकतील. 1 आवण 
हे अशा जोडीचे बहुधा एक उदाहरण असाव.े हे आपण पावहले आहे. 

 
ह्या वसद्धाताची आणखी अनेक रूपे देता येतील. पण वर माडंलेली रूपे आजवर मावहती असलेल्या 

रूपातं सवांत अवधक महत्त्वाची आहेत. मात्र कुठल्याही रूपात असो त्याच्या सत्यासत्यत्वाववषयी आज 
काहीही मावहती उपलब्ध नाही. 

 
ह्या वसद्धातंावर अवलंबभन आहेत, पण त्याच्याशी समानाथी आहेत की नाही हे मावहती नाही, अशी 

प्रववधाने असंख्य आहेत, आवण ती महत्त्वाचीही आहेत. प्रथम बेरीज आवण गुणाकार याचं्यातील सबंंध घ्या. 
आपल्याला स्वािाववकतःच असे वाटते की प्रत्येकी ν पदे असलेल्या आवण परस्परववयुक्त असलेल्या ν  
वगांमध्ये एकभ ण μ  x  ν पदे असली पावहजेत. ज्या वळेी  ν सान्त असेल त्या वळेी हे वसद्ध करता येईल. पण ν 
ज्या वळेी अनन्त असेल त्या वळेी गुणन- वसद्धातंावशवाय हे वसद्ध करता येणार नाही; ववशषे पवरस्स्थतीत जर 
उद्ग्ग्राहकाचें अस्स्तत्व वसद्ध करता येत असेल तर तसा एखादा अपवाद वमळेलही. गुणन-वसद्धातंाचा प्रवशे 
पुढीलप्रमाणे होतो: समजा, आपल्याकडे प्रत्येकी  μ पदे असलेल्या परस्पर ववयुक्त अशा वगांचे दोन संच 
आहेत, आवण पवहल्या सचंाचा सयंोग, बरोबर दुसऱ्या वगाचा सयंोग असे आपल्याला दाखवावयाचे आहे. हे 
वसद्ध करण्याकरता आपल्याला एखादा एक-एक संबंध प्रस्थावपत केला पावहजे. आता, प्रत्येक संचात  ν 
वगय असल्याने त्याचं्यात काही ना काही प्रकारचा एक-एक संबंध असला पावहजे; पण आपल्याला त्याचं्या 
पदामंधील एक-एक सबंंध पावहजे आहे. त्या वगांतील S हा एखादा एक-एक सबंंध घ्या. मग जर κ  आवण  
ƛ हे वगांचे दोन सचं असतील आवण α हा κ मधील एक वगय असेल तर S ला अनुलक्षभन त्याच्याशी सहसबंधं 
असणारा, ƛ मध्ये β हा एक वगय असेल. आता α आवण β मध्ये μ च पदे आहेत आवण म्हणभन ते सदृश असणार. 
α आवण β मध्ये याप्रमाणे एक-एक सहसबंंध असणार. अडचण इथे आहे की असे वकत्येक (सबंंध) असतील. 
κ बेरीज आवण ƛ ची बेरीज याचं्यातील सहसबंंध वमळवण्याकरता आपल्याला, सहसंबंधकाचं्या वगाच्या 
एका सचंातभन एक उद्ग्ग्रहण उचलले पावहजे. या सचंातील एक वगय म्हणजे α आवण β मधील सवय एक-एक 
सहसंबधंक होत. जर  κ आवण ƛ हे अनंत असतील तर, गुणन-वसद्धातं सत्य असल्याचे मावहती 
असल्यावशवाय अशा तऱ्हेचे उद्ग्ग्रहण, अस्स्तत्वात असल्याचे सवयसाधारणपणे आपल्याला कळभ शकणार 
नाही. म्हणभन आपल्याला बेरीज आवण गुणाकार याचं्यातील नेहमीचा सबंंध प्रस्थावपत करता येणार नाही. 
[पृ. १२५] 
 

या मावहतीचे बरेच ववलक्षण वनष्ट्कषय आहेत. आरंिी आपल्या पवरचयाचे = x = हे 
ववधान घेऊ. यावरून सामान्यतः असे अनुमान काढले जाते की प्रत्येकी पदे असलेल्या वगांच्या 
बेरजेतही  च सदस्य असतात. पण हे अनुमान तकय दुष्ट आहे, कारण अशा बेरजेत  x आवण 
पवरणामतः पदे असतात हेच आपल्याला मावहती नाही. ह्याची सत्यता सान्तातीत क्रवमक संख्यावंर 
आधावरत आहे. ज्या क्रवमक संख्येला पभवयचर असतील त्याला काटंोर “वद्वतीय वगय” म्हणतो. म्हणजे ही 
क्रवमक संख्या असलेल्या मावलकेच्या के्षत्रात पदे असतात हे वसद्ध करणे कठीण नाही. तसेच, जर 
आपण वद्वतीय वगाच्या क्रवमक संख्याचंी कोणतीही श्रेढी घेतली, तर त्याचं्या मयादेचे पभवयचर, जास्तीत 
जास्त प्रत्येकी पदे असलेल्या वगांच्या बेरजेइतके राहतील, हे दाखवणेही अवघड नाही. यावरून 
पुढील अनुमान काढतात - जर गुणन- वसद्धातंाचे सत्यत्व गृहीत धरले नाही तर मात्र ते अनुमान तकय दुष्ट 
असते- की मयादेच्या अनुचराचंी संख्या असते आवण म्हणभन मयादा ही “वद्वतीय वगाची” सखं्या असते. 
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म्हणजे वद्वतीय वगाच्या क्रवमक संख्याचं्या कोणत्याही श्रेढीची मयादा सुद्धा वद्वतीय वगाची क्रवमक संख्या 
असते हे वसद्ध केले असे समजणेच होय. हे प्रववधान आवण त्याचबरोबर ω1 (तृतीय वगातील लघुतम क्रवमक 
संख्या) कोठल्याही श्रढेीची सीमा नसते, हे उपप्रमेय, याचंी आवश्यकता वद्वतीय वगाच्या क्रवमक सखं्याचं्या 
कोणत्याही मान्य मीमासेंत असते. गुणन-वसद्धातंाचा अतंिाव ज्या रीतीने होतो त्या दृष्टीने पाहता, हे 
प्रववधान आवण हे उपप्रमेय, ही वसद्ध झाली असे म्हणता येणार नाही. ती सत्य असतील ककवा नसतील. तभतय 
आपल्याला मावहती नाही इतकेच म्हणता येईल. तेव्हा वद्वतीय वगाच्या क्रवमक संख्याचं्या मीमासेंचा बराच 
मोठा िाग अवसद्धच मानला पावहजे. 

 
हा मुद्दा स्पष्ट करण्याकरता आणखी एक उदाहरण बहुधा उपयोगी होईल. 2 x = हे 

आपल्याला मावहती आहे. तेव्हा आपल्याला असे समजता येईल की जोड्ाचं्या बेरजेत पदे असतील. 
पण काही प्रसंगी असे असते, असे जरी आपल्याला वसद्ध करता आले तरी गुणन-वसद्धातं गृहीत 
धरल्यावशवाय तसे नेहमीच घडेल असे वसद्ध करता येणार नाही. हे एका लक्षाधीशाच्या (काल्पवनक) 
उदाहरणाने वदसेल. तो ज्या वळेी बुटाचंी एखादी जोडी ववकत घेई त्याच वळेी (आवण एरवी कधीही नाही) 
तो मोज्याचंीही जोडी आणी. आवण हे दोन्ही ववकत आणण्याची त्याला इतकी हौस होती की सरतेशवेटी 
त्याजजवळ बुटाचं्या जोड्ा आवण मोज्याचं्या  झाल्या. प्रश्न असा की: त्याच्याजवळ वकती बभट आवण 
वकती मोजे होते? एखाद्याला स्वािाववकपणेच वाटेल की त्याच्याजवळ दुप्पट बभट आवण दुप्पट मोजे 
असणार आवण ज्या अथी ची दुप्पट केल्यामुळे संख्या वाढत नाही त्या अथी त्याच्याजवळ प्रत्येकी  
असणार. पण प्रत्येकी μ पदे असणाऱ्या ν वगांच्या बेरजेचा μ x ν शी संबधं जोडण्याची जी पभवी अडचण 
माडंली त्याचे हे एक उदाहरण आहे. कधी हे करता येते तर कधी येत नाही. आपल्या उदाहरणात, हे 
बुटाचं्या बाबतीत करता येईल तर मोज्याचं्या बाबतीत एखादी कृवत्रम युक्ती वापरल्यावशवाय करता येणार 
नाही. असा िेद होण्याचे कारण असे: बुटाचं्या बाबतीत डावा आवण उजवा असा फरक करता येईल आवण 
आपल्याला प्रत्येक जोडीतभन वनवड (उद्ग्ग्रहण) करता येईल. उदाहरणाथय, आपण सवय उजव ेककवा सवय 
डाव े बभट घेऊ शकभ . परंतु मोज्याचं्या बाबतीत असे वनवडीचे कोणतेही तत्त्व सहज सुचत नाही; आवण 
गुणन-वसद्धातं गृहीत धरल्यावशवाय ज्या वगात प्रत्येक जोडीतील नेमका एक मोजा आहे असा वगय 
अस्स्तत्वात असल्याबद्दल आपण कोणतीही खात्री देऊ शकत नाही. आवण म्हणभनच प्रश्न आहे. [पृ. १२६] 

 
हे आपण वनराळ्या रीतीने माडंभ . एखाद्या वगात पदे आहेत हे वसद्ध करण्याकरता त्यातील पदे 

श्रेढीत रचता येणे आवश्यक व पुरेसे आहे. बुटाचं्या बाबतीत हे करताना कोणतीच अडचण येत नाही. 
जोड्ापंासभन वमळभ शकते, आवण त्याचं्यापासभन श्रढेीचे एक के्षत्रही वमळते. जोड्ाचंा क्रम न बदलता 
प्रत्येक जोडीतील प्रथम डावा आवण मग उजवा बभट घ्या; ह्या पद्धतीने आपल्याला बटुाचंी श्रढेी वमळते. पण 
मोज्यामंधभन आपल्याला कशीही वनवड करावी लागेल; प्रत्येक जोडीतील कुठला मोजा घ्यावयाचा? आवण 
वनवड करण्याचे तर वाटेल तेवढे, अगवणत प्रकार, म्हणजे अशक्यच. जोवर आपल्याला वनवडीचा वनयम 
म्हणजेच उद्ग्ग्राहक संबधं वमळत नाही तोवर वनवड तत्त्वतः तरी शक्य होईल ककवा नाही हे आपल्याला 
समजणार नाही. उदाहरणाथय, मोज्याचें गुरुत्वमध्य घ्या. अवकाशात P हे कबदभ असे असतील की कोणत्याही 
जोडीतील मोज्याचं्या गुरुत्वमध्याचंी P पासभनची अंतरे अगदी सारखी नसतील; जेव्हा ज्याच्या गुरुत्वमध्याचे 
अंतर P पासभन वकमान असेल, असा मोजा आपण घेऊ शकभ . पण याप्रकारे वनवड करणे नेहमीच शक्य होईल 
ह्याला कोणताच तावत्त्वक आधार नाही, आवण वाचकाचं्या सौजन्याला आवाहन करून, मोज्याचं्या बाबतीत 
हे कसे अशक्य आहे ते दाखवता येईल. [पृ. १२७] 
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प्रत्येक जोडीतील एक मोजा वनवडणे हे जर अशक्य आहे तर मोजे, श्रढेीमध्ये रचता येिार नाहीत 

हे उघड आहे हे लक्षात घ्याव.े आवण म्हणभन ते एकभ ण नाहीत. या उदाहरणावरून असे वदसते की जर μ 
ही अनंत संख्या असेल तर  μ जोड्ाचं्या एका संचात जेवढी पदे असतील वततकीच पदे μ जोड्ाचं्या 
दुसऱ्या संचात असतील असे नाही; कारण बुटाचं्या जोड्ातं वमळभन एकभ ण बभट होते पण 
गुणन-वसद्धातं मानल्यावशवाय ककवा वर वणयन केल्याप्रमाणे दैवाधीन अशा िौवमवतक पद्धतीचा अवलंब 
केल्यावशवाय मोज्याच्या संदिात आपल्याला तशी खात्री देता येणार नाही. 

 
गुणन-वसद्धातंाचा अंतिाव असलेला आणखी एक प्रश्न म्हणजे आत्मके्षवपत्वाचा अववगावमत्वाशी 

असलेला संबधं. आत्मके्षपी संख्या अववगामी असते. पण (तभतय जी मावहती उपलब्ध आहे त्यावरून) गुणन 
वसद्धातंावशवाय व्यस्त वसद्ध करता येणार नाही असे आपण आठव्या प्रकरणात वनदशयनास आणले होते हे 
आठवत असेल. हे पुढीलप्रमाणे माडंता येईल: 

 
ज्यात पदे असलेला उपवगय अंतिभयत आहे तो वगय आत्मके्षपी असतो हे दाखवणे सोपे आहे. 

(अथात, त्या स्वतः वगातच पदे असली तरी चालेल.) तेव्हा, शक्यतोवर आपल्याला असे दाखवावयाचे 
आहे की, कोणत्याही अववगामी वगात कोणत्याही ववगामी वगापेक्षा अवधक पदे असतात. हे दाखवण्यात, 
ककवा वनराळ्या शब्दातं, जर α हा अववगामी वगय असेल आवण ν ही कोणतीही ववगामी सखं्या असेल तर, ν 
पदे असलेला α चा एकतरी उपवगय असतो हे दाखवण्यात काहीही अडचण येत नाही. आपण α च्या सान्त 
उपवगांचे संच बनवभ. पवहला वगय ज्यात एकही पद नाही असा. मग ज्यात एक पद आहे असे वगय (असे वगय α 
मध्ये वजतकी पदे आहेत वततके होतील). मग ज्यात दोन पदे आहेत असे इ. याप्रमाणे आपल्याला 
उपवगांच्या संचाचंी श्रेढी वमळते. प्रत्येक सचंात वदलेल्या सान्त संख्येइतकी पदे असलेले वगय असतात. 
अद्यापपयंत आपण गुणन वसद्धातं वापरलेला नाही, पण α च्या उपवगांच्या संग्रहाची सखं्या आत्मके्षपी 
असल्याचे दाखवले आहे; म्हणजेच, जर α च्या सदस्याचंी सखं्या μ असेल आवण त्यामुळे α च्या उपवगांची 
संख्या 2μ असेल आवण उपवगांच्या ववववध संग्रहाचंी सखं्या असेल, तर μ ववगामी नसल्यास  
आत्मके्षपी असली पावहजे असे दाखवले आहे. पण आपण जे वसद्ध करण्यास वनघालो त्यापेक्षा हे फारच दभर 
आहे. [पृ. १२८] 

 
ह्या मुद्याच्या पुढे जाण्याकरता आपणाला गुणन-वसद्धातंाचा उपयोग कें ला पावहजे. ज्यात फक्त 

वरक्तवगय आहे तो उपवगय वगळभन उपवगांच्या बाकीच्या प्रत्येक सचंामधभन एकेक उपवगय वनवडभ . म्हणजे 
आपण एक पद असलेला एक उपवगय, समजा α1 वनवडला दोन पदे असलेला एक, समजा α2 वनवडला; 
तीन पदे असलेला एक, समजा α3 वनवडला इ. (गुणन-वसद्धातं गृहीत धरला तरच आपल्याला हे करता 
येईल, नाहीतर नेहमीच हे करता येईल ककवा नाही हे सांगता येणार नाही.) याप्रमाणे आपल्याकडे 
उपवगांच्या संग्रहाच्या श्रेढीऐवजी α1, α2, α3,......अशी α च्या उपवगांची श्रढेी झाली; म्हणजे आपण 
आपल्या उवद्दष्टाच्या जवळ एक पायरी आलो. गुणन-वसद्धान्त गृहीत धरल्यावर जर μ अववगामी संख्या 
असेल तर 2μ आत्मके्षपी संख्या असते हे आता आपल्याला मावहती झाले आहे. 

 
पुढच्या पायरीत α1, α2, α3,....... ह्या श्रेढीत α चे नवनवीन सदस्य कोणत्या वववशष्ट अवस्थेत 

येतात हे जरी खात्रीलायक कळत नसले तरी वळेोवळेी ते येत राहतात इतके वनवितपणे सागंता येते हे 
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लक्षात घ्या. कसे ते पाहभ. α1 ह्या वगात एक पद आहे. हे पद म्हणजे नवीन सुरुवात आहे. ह्या पदाला x1 
म्हणभ. दोन पदे असलेल्या α2 मध्ये x1 असेल ककवा नसेल; जर असेल तर त्यामुळे एकच नव ेपद पुढे येते, 
नसेल तर दोन नवीन पदे आली असणार समजा ही पदे x2 आवण x3 आहेत अशा वळेी α3 मध्ये x1, x2, x3, 
हीच तीन पदे असणे, शक्य आहे. आवण त्यामुळे एकही नवीन पद पढेु येणार नाही, पण मग α4 मुळे नवीन 
पद पुढे आलेच पावहजे. α1, α2, α3, α4,...... αν ह्या पवहल्या ν वगांमध्ये जास्तीत जास्त 1 + 2 + 3 + 4 
+... + ν म्हणजे  ν (ν + 1)/ 2 इतकी पदे असणार; त्यामुळे जर पवहल्या ν वगात पदाचंी पुनरुक्ती 
झालेली नसेल तर (ν + 1) व्या वगापासभन ν  (ν  + 1)/ 2 व्या वगापयंत पनुरुक्तीच होत राहणे शक्य आहे. 
पण तोवर पुढच्या वगात सदस्याचंी योग्य ती संख्या म्हणजे ν  (ν + 1)/ 2 +1 होण्याकरता जुनी पदे पुरी 
पडणार नाहीत. म्हणभन जर इथवर नवीन पदे आली नसतील तर या वठकाणी तरी नवीन पद आलेच 
पावहजे. यावरून असे वदसते की α1, α2, α3,......ह्या आपल्या श्रढेीतभन जे वगय पभणयपणे पभवीच्या वगातील 
सदस्यामुंळेच बनलेले असतात ते जरी वगळले तरी आपल्याला श्रेढी वमळेलच. आपल्या नव्या श्रढेीला 
आपण β1, β2, β3,... ...म्हणभ. (आपल्याला α1 = β1 आवण α2 = β2, वमळेलच. कारण α1 आवण α2 मध्ये 
नवीत पद येणारच पण α3 = β3 असेलच असे नाही. मात्र सामान्यपणे बोलावयाचे तर प्रत्येक βμ, हा 
कोणतातरी αν च्या समान असणार आवण ν ही  μ पेक्षा मोठी (अथवा समान) सखं्या असणार, म्हणजे प्रत्येक 
β हा कोणता तरी α च असणार.) आता हे β असे आहेत की कोणत्याही β मध्ये (समजा βμ मध्ये) पभवीच्या 
एकाही β मध्ये न आलेली पदे असणारच. β μ मधील नवीन पदाचं्या िागाला γ μ म्हणभ. आता आपल्याला 
y1, y2 y3,.......ही नवीन श्रढेी वमळेल. ( पनु्हा y1 म्हणजे β1 म्हणजेच α1, असेल; जर α2, मध्ये α1, मधील 
सदस्य आलेला नसेल तर γ2 = β2 = α2, असेल, पण जर α2 मध्ये α1 चा सदस्य असेल तर γ 2 मध्ये α2 
मधील केवळ दुसरा सदस्यच असेल.) γ ची ही नवीन श्रेढी परस्परववयुक्त वगांची राहील. मग त्याचं्यातील 
उद्ग्ग्रहणामुंळे श्रेढी होईल. म्हणभन जर x1 हा γ1 चा सदस्य x2 हा γ2 चा सदस्य, x3 हा γ3 चा सदस्य, 
असतील......, तर x1, x2, x3, …….. ही श्रढेी होईल आवण ती α चा उपवगय होईल. गुणन-वसद्धातं गहृीत 
धरल्यावर उद्ग्ग्रहण करणे शक्य आहे. तेव्हा गुणन-वसद्धातं दोनदा वापरून आपण असे वसद्ध करू शकतो 
की जर वसद्धातं सत्य असेल तर प्रत्येक अववगामी प्रधानाकं आत्मके्षपी असतो. जर वसद्धातं सत्य असेल तर 
प्रत्येक वगय सुक्रवमत करता येतो ह्या त्सेमेलोच्या वसद्धातंावरूनही हे वमळवता येईल. कारण सुक्रवमत 
मावलकेच्या के्षत्रातील पदाचंी संख्या एक तर सान्त ककवा आत्मके्षपी संख्या असली पावहजे. [पृ. १२९] 

 
वरील प्रत्यक्ष युवक्तवादाचा जो एक लाि आहे; तो त्सेमेलोच्या वसद्धातंात वापरण्यात नाही; हा लाि 

असा: वरील युवक्तवादामध्ये गुणन वसद्धातंाची सावयवत्रक सत्यता अपेवक्षलेली नाही. तर ती वगांच्या 
संचाला लागभ होण्यापुरतीच अपेवक्षलेली आहे. वसद्धातं वगांपुरता सत्य असभन अवधक मोठ्या वगांच्या 
बाबतीत सत्य नाही असे असभ शकेल. याच कारणाकरता शक्यतोवर अवधक संकुवचत असे गृहीत घेणे 
चागंले. वरील प्रत्यक्ष युवक्तवादातील गृहीत असे की पदाचं्या गुणाकारातील एक तरी पद 0 
असल्यावशवाय गुणाकार 0 होऊ शकणार नाही. हे गृहीत आपण गुणनीय (Multipliable) अंक आहे” 
अशा शब्दातं व्यक्त करू. ज्या वळेी ν गुणकापंकैी एक तरी 0 असल्यावशवाय त्याचंा गुणाकार 0 होऊ शकत 
नाही अशी स्स्थती असेल त्या वळेी ν ला आपण गुणनीय अंक म्हणभ. कोणतीही सान्त संख्या गुणनीय असते 
असे आपण रसद्ध करू शकभ . पण कोणतीही अनंत संख्या तशी असते हे आपल्याला वसद्ध करता येणार नाही. 
सवय प्रधानाकं गुणनीय असतात, ह्या गृहीताशी गुणन-वसद्धातं समानाथी आहे. पण आत्मके्षवपत्वाचे, 
अववगावमत्वाशी साधम्यय दाखवण्याकरता, ककवा बभट आवण मोजे याचंा प्रश्न सोडवण्याकरता, ककवा 
वद्वतीयवगी सखं्याचंी कोणतीही श्रेढी वद्वतीयवगी असते, हे दाखवण्याकरता मात्र आपल्याला फक्त  
गुणनीय आहे इतके सकुंवचत गृहीत धरून चालेल. [पृ. १३०] 



 अनुक्रमणिका 

 
प्रस्तुत पाठात चर्मचलेल्या ववषयासंबधंी पुष्ट्कळ संशोधन व्हावयाचे असेल हे असिंाव्य नाही. 

गुणन-वसद्धातं वजथे अंतिभयत आहे अशी प्रववधाने त्या वसद्धातंावशवायच वसद्ध करता येतात असे प्रकारही 
सापडभ  शकतील. गुणन-वसद्धातं त्याच्या सामान्य स्वरूपात असत्य असल्याचे दाखवणे सत्य आहे असे 
मनात येऊ शकेल. या दृष्टीने पाहता त्सेमेलोच्या प्रमेयाववषयी चागंली आशा वाटते: संतत मावलकातंील 
ककवा त्यापेंक्षाही अवधक दृढ मावलकातंील पदे सुक्रवमत करणे शक्य नाही असे कदारचत वसद्ध करता येईल 
आवण त्यामुळे त्सेमेलोच्या वसद्धातंाला अनुसरून गुणन-वसद्धातं अशक्य असल्याचे आपण दाखवभ शकभ . पण 
असे करण्याचा कोणताही मागय अजभन तरी उपलब्ध नाही. आवण हा ववषय अजभनही संवदग्धतेच्या धुक्यात 
गुरफटलेला आहे. 

 
❑❑❑ 
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प्रकरण १३ 
 

अनांताचा णसद्धान्त आणि तार्ककक जाती 
 
अनंताचा वसद्धान्त म्हणजे खालीलप्रमाणे माडंलेले एफ गहृीत आहे: “जर n हा कोणताही ववगामी 

प्रधानाकं असेल तर ज्यात n पदे आहेत असा (वस्तभंचा) एकतरी वगय असतोच” जर हे सत्य असेल तर n पदे 
असलेले, वस्तभंचे अनेक वगय असतील आवण जगातील सवय वस्तभंचा वगय ववगामी असणार नाही, हे अथातच 
उघड आहे. कारण वसद्धान्तावरून n+1 पदे असणारा एक तरी वगय असणारच. यावरून n पदाचें अनेक वगय 
असणार आवण त्यामुळे जगातील वस्तभंची संख्या n नसणार. जर n ही कोर्तीही ववगामी संख्या असेल तर 
यावरून, जगातील वस्तभंची संख्या कोणत्याही ववगामी संख्येपेक्षा (जर आपला वसद्धातं सत्य असेल तर) 
जास्त असणार हे सरळ येते. ववगामीही नाहीत आवण आत्मके्षपीही नाहीत असे प्रधानाकं असण्याच्या 
शक्यतेववषयी आपल्याला मागच्या प्रकरणात जे काही वदसले त्या दृष्टीने पाहता गुणन वसद्धातं गृहीत 
धरल्यावशवाय जगात वनदान वस्तभ आहेत असा वनष्ट्कषयही, आपल्या वसद्धातंापासभन काढता येणार नाही. 
पण वगांचे वनदान वगय आहेत हे आपल्याला मावहती आहे आवण ववगामी प्रधानाकं हे वगांचे वगय असल्याने, 
जर आपला वसद्धातं सत्य असेल तर त्याचंी श्रेढी होते. ह्या वसद्धातंाची गरज ज्या पवरस्स्थतीत उद िवते ती 
पुढीलप्रमाणे स्पष्ट करता येईल:– पेआनोच्या गृहीतापंैकी एक गृहीत असे आहे की, कोणत्याही दोन ववगामी 
प्रधानाकंाचंा अनुचर समान असणार नाही. म्हणजे जर m आवण n हे ववगामी प्रधानाकं असतील तर m = n 
असल्यावशवाय m + 1 = n + 1 वमळणार नाही. जवळजवळ पेआनोच्या वरील गहृीतासारखेच गहृीत 
मानण्याचा प्रसगं आठव्या प्रकरणात आला होता. म्हणजे जर n हा ववगामी प्रधानाकं असेल तर n हा n + 1 
इतका असणार नाही. आपल्याला हे वसद्ध करता येईल असे वाटण्याची शक्यता आहे. जर α हा ववगामी वगय 
असेल आवण α च्या सदस्याचंी सखं्या n असेल तर n ही सखं्या n + 1 इतकी असणार नाही, हे आपल्याला 
दाखवता येईल. हे प्रववधान ववगमनाने वसद्ध करता येईल. यावरून पवहले वसद्ध होते असे वाटण्याचा संिव 
आहे. पण प्रत्यक्षात मात्र तसे होत नाही. कारण α म्हणभन काही वगयच अस्स्तत्वात नसणे शक्य असेल. म्हणभन 
त्यात काय वसद्ध होत असेल तर हे: ज्यात n सदस्य आहेत असा एक वगय असेल असा n हा ववगामी 
प्रधानाकं असेल तर n हा n + 1 इतका असणार नाही. n सदस्य असलेले वगय अस्स्तत्वात असतात अशी 
ग्वाही (खरी ककवा खोटी) आपल्याला अनंताच्या वसद्धातंामुळे वमळते आवण त्यामुळे n हा n + 1 बरोबर 
नसेल असे आपण प्रवतपादन करू शकतो. पण हा वसद्धातं मानला नाही तर n आवण n + 1 दोन्ही वगय वरक्त 
वगय आहेत अशा अवस्थेत आपण सापडभ . [पृ. १३१] [पृ. १३२] 
 

ही शक्यता उदाहरणाने स्पष्ट करू. समजा जगात फक्त 9 व्यक्ती (Individual) आहेत. (“व्यक्ती” 
ह्या शब्दाववषयी वाचकानंी थोडा धीर धरावा असे मी त्यानंा सागेंन.) 0 ते 9 पयंतचे ववगामी प्रधानाकं 
आपल्या अपेके्षप्रमाणेच आहेत. पण 10 (व्याख्येनुसार 9 + 1) म्हणजे वरक्त वगय असेल. n + 1 ची व्याख्या 
पुढीलप्रमाणेकरता येते हे लक्षात घ्याव ेज्या वगात x हे पद आहे आवण ते पद काढभन घेतल्यावर ज्यात n पदे 
वशल्लक राहतात अशा सगं्रहाला n + 1 म्हणतात. ही व्याख्या लागभ केल्यावर आपल्या असे लक्षात येते की 9 
+ 1 म्हणजे ज्यात एकही वगय नाही असा वगय असेल म्हणजेच वरक्त वगय असेल. हेच 9 + 2 ककवा सामान्यतः 
9 + n करताही (n शभन्य नसल्यास) सत्य असेल. तेव्हा 10 आवण तदनंतरचे सवय ववगामी प्रधानाकं सारखेच 
राहतील, कारण ते सवयच वरक्त असतील. अशा प्रकारात ववगामी प्रधानाकंाचंी, श्रढेी होऊ शकणार नाही. 
तसेच दोन संख्याचें अनुचर सारखे नाहीत असेही होणार नाही, कारण 9 आवण 10 याचंा अनुचर एकच 
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म्हणजे वरक्त वगय असणार. (10 स्वतःच वरक्तवगय आहे.) असल्या अकंगवणती आपत्तींना आळा 
घालण्याकरताच आपल्याला अनंताच्या वसद्धातंाची आवश्यकता आहे. 

 
वस्तुतः जोवर सान्त पभणांकाचे अंकगवणत करण्यामुळे आपले काम होणार आहे, आवण जोवर 

आपल्याला, अनंत पभणांक ककवा अनंत वगय, ककवा पभणांकाचंी ककवा गुणोत्तराचंी मावलका लागत नाही, तोवर 
इष्ट ती सवय प्रमेये वमळवण्याकरता आपल्याला अनंताचा वसद्धातं लागणार नाही. म्हणजे असे की, 
आपल्याला सातं पभणांक आवण गुणोत्तरे याचं्या बेरजा गुणाकार व घातकरण करता येतील, पण अनंत 
पभणांक आवण अपवरमेय संख्या (Irrationals) वापरता येणार नाहीत. म्हणजे सान्तातीत संख्या आवण वास्तव 
संख्या याचं्या मीमासंा करणे आपल्याला जमणार नाही. ही ववववध प्रमेये कशी येतात ते आता सावंगतले 
पावहजे. [पृ. १३३] 

 
जगातील व्यक्तींची संख्या n मानल्यास व्यक्तींच्या वगांची सखं्या 2n होईल. ज्यात n सदस्य आहेत 

अशा वगामध्ये अतंिभयत असलेल्या वगांची सखं्या 2n असते हे दाखवणे प्रकरण ८ मध्ये उल्लवेखलेल्या सामान्य 
प्रववधानामुळे साधते. आता 2n, नेहमी n पेक्षा मोठा असणार. त्यामुळे, जर आपण, (आताच 
पावहल्याप्रमाणें), व्यक्तींची सखं्या 9 मानली तर, वगांची सखं्या 29 म्हणजे 512 होईल. म्हणजे जर आपल्या 
संख्याचंा उपयोग व्यक्तींच्या मोजणीकरता करण्याऐवजी वगांच्या मोजणीकरता करावयाचे ठरवले तर 
जोवर आपण 513 ला पोचत नाही तोवर आपले अकंगवणत नेहेमीसारखे राहील. शभन्य होणारी पवहली 
संख्या म्हणजे 513. आवण जर आपण पढेु वगांच्या वगांपयंत गेलो तर पवरस्स्थती आणखी चागंली होईल: 
त्याचंी सखं्या 2512 होईल. ही सखं्या आपल्या कल्पनेच्या बाहेर प्रचडं आहे, कारण वतच्यात सुमारे 153 अकं 
असतील आवण जर आपण वगांच्या वगांच्या वगापयंत गेलो तर 2 चा 153 आकडी संख्येइतका घात 
आपल्याला वमळेल. ह्या संख्येतील अंकाचंी संख्या सुमारे 10152 च्या वतप्पट होईल. कागदाचा तुटवडा 
असलेल्या वदवसात ही संख्या वलहभन काढणे अवनष्ट ठरेल, आवण आपल्याला आणखी दीघय संख्या हव्या 
असतील तर अशा, पावहजे तेवढ्या लाबं तार्मकक उतरंडी रचभन आपल्याला त्या वमळवता येतील. ह्या 
पद्धतीने तार्मकक उतरंडींवर पुरेसे अंतर चढभन जाऊन वदलेल्या कोणत्याही प्रधानाकंाकरता एक स्थान 
वमळवभन देता येईल. [ले. टी. : ह्या ववषयावर Principia Mathematica, vol. ii * 120 पाहणे गुणोत्तरावंरील तत्सम प्रश्नाकंरता तोच गं्रथ 
vol. iii. * 303 पाहणे.] 

 
गुणोत्तराचं्या बाबतीतही अगदी तशीच पवरस्स्थती आहे. μ/ν  ह्या गुणोत्तराजवळ जर इष्ट गुणधमय 

असावयाचे असतील तर अचानकपणे वरक्तवगांचा प्रादुिाव होता कामा नये. त्यासाठी, ज्या प्रकारे मोजणी 
करावयाची आहे त्याला पुरतील इतक्या वस्तभ उपलब्ध असतील हे पाहणे आवश्यक आहे. तार्मकक 
उतरंडीवर केवळ पावहजे तेवढे अतंर चढभन जाऊन, अनंताचा वसद्धातं न वापरता, वदलेल्या कोणत्याही μ/ν 
ह्या गुणोत्तराकरता हे वनियाने करता येईल. जर व्यक्ती मोजभन आपल्याला यश आले नाही तर आपण 
व्यक्तींच्या वगांची मोजणी करून पाहभ; तरीही जर यश आले नाही तर वगांचे वगय मोजभन पाहभ;... याप्रमाणे 
चालभ ठेवभ. शवेटी, जगात वकतीही थोड्ा वस्तभ असल्या तरी μ  वस्तभंपेक्षा अवधक वस्तभ आहेत अशी अवस्था 
येईलच. मग μ, वकतीही मोठी ववगामी सखं्या असो. अगदी एकही वस्तभ नसेल तरीही हे सत्य राहील. 
कारण मग एक वगय वमळेल, तो म्हणजे वरक्त वगय; वगांचे वगय 2, (वगांचा वरक्त वगय आवण वरक्त वगय हा एकच 
सदस्य असलेला वगांचा वगय [अ. टी. : हे सवय वचन्हात वलवहल्यास अवधक स्पष्ट होईल. ∅ ह्या वचन्हाने वरक्त वगय दशयवला जातो. वस्तभ: 

शभन्य, वगय: ∅, वगांचे वगय: ∅, {∅}.]) वगांच्या वगांचे वगय एकभ ण ४, नंतर १६ नंतर ६५, ५३६,... इ. तेव्हा वदलेला 
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कोणताही अपभणांक वमळवण्याकरता ककवा वदलेले कोणतेही गुणोत्तर वमळवण्याकरता अनंताचा वसद्धातं 
वगैरे काहीही लागत नाही. [पृ. १३४] 
 

ज्यावळेी सवय ववगामी प्रधानाकं ककवा गुणोत्तर, वापरावयाचे असतील, त्याच वळेी आपल्याला हा 
वसद्धातं लागतो.  चे अस्स्तत्व प्रस्थावपत करण्याकरता आपल्याला ववगामी प्रधानाकंाचंा संपभणय वगयच 
लागतो; आवण श्रेढींचे अस्स्तत्व प्रस्थावपत करण्याकरता संपभणय मावलका लागते. हे प्रस्थावपत करावयाचे 
असेल तर, ज्यात एकही वरक्त ववगामी प्रधानाकं नसेल असा एखादा वगय ककवा मावलका तयार करणे 
आपल्याला शक्य झाले पावहजे. खंड म्हणभन, वास्तव सखं्याचं्या व्याख्या करण्याकरता आपल्याला महते्तचा 
क्रम असणारी गुणोत्तराचंी संपभणय मावलका लागेल: गुणोत्तराचंी मावलका दृढ (Compact) असल्यावशवाय 
केवळ ह्या व्याख्येमुळे आपल्याला इष्ट ते वनष्ट्कषय वमळणार नाहीत; आवण गुणोत्तराचंी सखं्या अनंत नसेल ता 
ती मावलका दृढ असभच शकणार नाही. 

 
आतापयंत आपण ज्या पद्धतीने रचना करीत आलो वतच्या साह्याने अनंताचा वसद्धातं वसद्ध करता 

येईल असे वाटणे स्वािाववक आहे. (प्रारंिीच्या वदवसातं मलाही तसे वाटत असे) पुढील म्हणणे पाहा: 
व्यक्तींची संख्या n मानभ. n जरी शभन्य असेल तरी आपला युवक्तवाद फसणार नाही, मग आपण व्यक्ती, वगय, 
वगांचे वगय, इ. सवय एकवत्रत घेऊन संपभणय संच बनववला तर आपल्या ह्या सचंातील वस्तभंची सखं्या n + 2n+ 

+.... (अनंतवार), म्हणजे येईल. याप्रमाणे, एकाच जातीच्या वस्तभंवर लक्ष कें वद्रत न करता सवय 
जातीच्या वस्तभ घेतल्या, तर आपल्याला अनंत वगय वमळेल. आवण म्हणभन अनंताचा वसद्धातं लागत नाही, 
असा युवक्तवाद केला जाईल. [पृ. १३५] 

 
आता ह्या युवक्तवादात वशरण्यापभवी प्रथम यात काहीतरी गडबड घोटाळा आहे की काय ते पाहभ. ह्या 

युवक्तवादामुळे, आपल्या टोपीतभन वनरवनराळ्या वस्तभ काढभन दाखवणाऱ्या जादभगाराची आठवण येत. ज्याने 
आपली टोपी जादुगाराला वदलेली असते त्याला, आपल्या टोपीत वजवतं ससा नव्हता याची खात्री असते. 
तरीसुद्धा टोपीत ससा कुठभन आला म्हणभन त्याचा गोंधळ उडतोच. सत्य पवरस्स्थतीबद्दल ज्या वाचकाचंी 
धारणा दृढ आहे त्यानंा व्यक्तींच्या सान्त संग्रहातभन आपल्याला अनंत संग्रह घडवणे अशक्य आहे असा 
ववश्वास असतो. फारतर वरील रचनेत काय गोम आहे ते त्याला सागंता येणार नाही. असल्या भ्रामक 
कल्पनावंर फार िर देणे चुकीचे ठरेल. इतर कल्पनापं्रमाणेच त्याही आपल्याला िलतीकडेच नेणे शक्य 
आहे. पण ज्या युवक्तवादातभन त्या उद्भवतात त्याचे बारकाईने पवरशीलन करण्यापुरता प्राथवमक आधार त्या 
पुरवतात. आवण ज्यावळेी वरील युवक्तवादाचे पवरशीलन होईल त्या वळेी तो, माझ्या मते, सदोष असल्याचे 
आढळभन येईल, आवण जरी तो तकय दोष (Fallacy) सभक्ष्म असभन तो सातत्याने टाळणे हे सोपे नाही. येथे 
अतंिभयत असलेल्या तकय दोषाला, “जावतसभं्रम (Confusion of Types)” म्हणतात. “जावत” ह्या ववषयाचे 
पभणय वववरण करण्याकरता सबंध गं्रथ लागेल; वशवाय जे ववषय असभन सवंदग्ध आहेत व ज्याचं्याबद्दल मतिेद 
आहेत ते टाळणे, आवण नववशक्या वाचकाचं्या सोईकरता, गवणताने ज्याचें सत्यत्व मान्य केले आहे असे 
ववषय वगेळे काढणे, हा या पसु्तकाचा हेतभ आहे. जावतमीमासंा (Theory of Types) आपल्या ववषयाच्या 
दृष्टीने पवरपभणय आवण वनवित िागात नीटपणे मोडत नाही: यासबंंधातील बहुतेक मीमासंा अद्यावप अपभणय 
संभ्रवमत आवण अंधुक आहे. जावततत्त्वाचं्या, अपेवक्षत, अचभक रूपापेक्षा आपल्याला लागणारी काही तत्त्व े
पाहणे ववशषे सोपे आहे. 
 



 अनुक्रमणिका 

ही गरज, उदाहरणाथय, “महत्तम प्रधानाकंाचं्या व्याघातामुळे (Contradiction)” उद िवते. 
वदलेल्या वगात अंतिभयत असलेल्या वगांची संख्या नेहमीच त्या वगातील सदस्याचं्या सखं्येपेक्षा अवधक असते 
असे आपण आठव्या प्रकरणात पावहले आहे. त्यावरून आपण असे अनुमान काढले की महत्तम प्रधानाकं 
अस्स्तत्वात नाही. पण क्षणापभवीच सुचवल्यानुसार जर आपण, व्यक्ती, व्यक्तींचे वगय, व्यक्तींच्या वगांचे वगय इ. 
सवय एकाच वगात बसवले तर आपल्याला असा एक वगय वमळेल की त्याचे स्वतःचे उपवगय हे त्याचे सदस्यच 
होतील. ज्या वस्तभ मोजता येतात, त्या कशाही प्रकारच्या असोत, अशा सवय वस्तभंच्या वगाचा– असा वगय 
असलाच तर–प्रधानाकं मोठ्यात मोठा असणार. त्याचे सवय उपवगय त्याचे सदस्यच असल्याने, त्यात 
असलेल्या सदस्यापेंक्षा अवधक काही असभ शकणार नाही. ह्याप्रमाणे आपल्याला ववपययस्त उत्तर (व्याघात) 
वमळते. [पृ. १३६] 

 
१९०१ मध्ये, प्रथमतः माझा ह्या व्याघाताशी ज्या वळेी पवरचय झाला त्या वळेी, ‘महत्तम प्रधानाकं 

अस्स्तत्वात नसतो’ ह्या, आठव्या प्रकरणात माडंलेल्या, काटंोरच्या वसद्धतेतील न्यभन शोधण्याचा मी प्रयत्न 
केला. आपल्या कल्पनेत बसेल अशा सवय वस्तभंच्या गृहीत वगाला ही वसद्धता लागभ करून मला अवधक सोपा 
व्याघात वमळाला; तो असा:— आपण ज्या सवयसमावशेक (म्हणजे सवांना व्यापणाऱ्या) वगाचा ववचार करीत 
आहोत त्याने स्वतःलासुद्धा, सदस्य म्हणभन समाववष्ट केले पावहजे. वनराळ्या शब्दातं, जर “सवय काही” अशी 
गोष्ट असेल तर हे “सवय काही”, म्हणजे “काही तरी” असले पावहजे, आवण ते स्वतःसुद्धा त्या “सवय काही” 
चा सदस्य असले पावहजे. पण सवयसामान्यपणे वगय, स्वतःचा सदस्य नसतो, उदाहरणाथय, मानवसमाज 
म्हणजे मनुष्ट्य नव्हे. आता जे वगय स्वतःचे सदस्य नाहीत अशाचंा संग्रह करा. हा एक वगय आहे. तो स्वतःचा 
सदस्य आहे की नाही? जर असेल तर जे स्वतःचे सदस्य नाहीत अशा वगांपकैी तो असणार, म्हणजेच तो 
स्वतःचा सदस्य नसणार; जर नसेल तर जे स्वतःचे सटस्य नाहीत अशा वगापकैी तो नसणार, म्हणजेच तो 
स्वतःचा सदस्य असणार. म्हणजे तो स्वतःचा सदस्य आहे ककवा नाही या दोन्ही गृहीतामंध्ये 
आत्मव्याघात अनुस्यभत आहे. हाच तो व्याघात होय. 

 
या रीतीने आपल्याला पावहजे वततके व्याघात बनवणे शक्य आहे. त्यात काहीही कठीण नाही. 

जावतमीमासेंच्या साह्याने अशा व्याघाताचें पभणय वववरण Principia Mathematica मध्ये [ले. टी. : Vol. i, 
Introduction, chap. ii ❋ 12 आवण ❋ 20, vol. ii, Prefatory statement.] आवण अवधक थोडक्यात, प्रस्तुत लेखकाने 
American Journal of Mathematics [ले. टी. : “Mathematical Logic as based on the Theory of Types”, vol. xxx, 1908, 
pp. 222-262.] आवण Revue de Metaphysique et de Morale [ले. टी. : “Les Paradoxes de la logique” (ले पारादोक्स 
ऽ द ला लोवजक; तकय शास्त्राचे ववरोधािास), 1906 pp. 627-650.] (रवऽ द मेतावफजीक ए द मोराल: सत्ताशास्त्र व नीतीशास्त्र 
याचे समीक्षण) यातंील लेखामंधभन माडंले आहे. [पृ. १३७] 

 
ज्यानंा “अशुद्ध” वगय म्हणता येईल असे वगय बनवण्यामुळे तकय दोष वनमाण होतो. अशुद्ध वगय म्हणजे 

“जावत” दृष्ट्ट्या शुद्ध नसलेले वगय. पुढच्या प्रकरणात आपण पाहणार आहोत की वगय म्हणजे तार्मकक 
कल्पनाच (Fiction) होत, आवण एखाद्या वगाबाबतचे ववधान जेव्हा त्या वगाचा उल्लेख केल्यावशवाय 
रूपातंवरत करता येईल तेव्हाच त्याला अथय येईल. ह्यामुळे, वगाच्या नावानंा ज्या मागांमुळे, प्रत्यक्ष नसला 
तरी नाममात्र, अथय प्राप्त होतो त्या मागांवर बंधन येते: ज्या वाक्यात ककवा प्रतीकाचं्या संचात चुकीच्या रीतीने 
िासमय नाव ेउद िवतात ते चुकीचे नसते, पण ते केवळ अथयहीन असते. एखादा वगय स्वतःचा सदस्य आहे 
अथवा नाही हे गृहीतच मभलतः ह्या प्रकारे अथयहीन आहे. आवण अवधक व्यापकपणे बोलावयाचे तर, व्यक्तींचा 
एक वगय, व्यक्तींच्या दुसऱ्या वगाचा सदस्य आहे अथवा नाही हे गृहीत म्हणजे एक वनरथयक गृहीत आहे, 
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तार्मकक उतरंडीच्या दृष्टीने एकाच दजाच्या नसलेल्या सदस्याचंा एखादा वगय प्रतीकाचं्या रूपात बनवणे 
म्हणजे ज्याला काहीही अथय नाही असे काहीतरी, प्रतीकाचं्या साह्याने घडवणे होय. 

 
तेव्हा जर जगात n वस्तभ असतील आवण वस्तभंचे वगय 2n असतील, तर वस्तभ आवण वगय, दोन्हींचा 

अतंिाव करून, n + 2n सदस्य असणारा नवीन वगय तयार करता येत नाही. यामुळेच अनंताच्या गहृीताच्या 
अत्यावश्यकतेपासभन सुटका करून घेण्याचा प्रयत्न फसतो. जावततत्त्वाचे मी वववरण केले आहे, ककवा स्थभल 
रूपरेषा सागंण्यापलीकडे काही केले आहे ककवा या तत्त्वाची गरजच काय हे तरी सावंगतले आहे, असा आव 
मी आणीत नाही. पण जादुगारी पद्धतीने (पभवी पावहलेल्या) अनंतसंख्या आवण वगय याचें अस्स्तत्व आपण 
रसद्ध करू शकत नाही हे दाखवता येते, असे सागंणे इतकाच हेतभ मी बाळगला उगहे. तरीसुद्धा आणखीही 
ज्या काही पद्धती संिवतात, त्याचंा ववचार केला पावहजे. 

 
अनंत वगांचे अस्स्तत्व वसद्ध करू, असा दावा करणाऱ्या ववववध युवक्तवादाचंी मावहती Principles of 

Mathematice§ ३३९ (पृ. ३५७) मध्ये वदली आहे.  
 
या युवक्तवादामंधील ‘n हा ववगामी प्रधानाकं असेल तर n, n + 1 बरोबर असणार नाही’, ह्या 

गृहीतापुरता परामशय आपण पभवीच घेतला आहे. प्लेटोच्या Parmenides मधील एका पवरच्छेदात असे एक 
ववधान आहे. जर 1 ह्या प्रकारची काही एक सखं्या असेल तर 1 ला अस्स्तत्व आहे, पण 1 आवण अस्स्तत्व ह्या 
वगेळ्या गोष्टी आहेत, म्हणभन 1 आवण अस्स्तत्व वमळभन दोन झाले आवण म्हणभन 2 ही एक सखं्या आहे. 1 आवण 
अस्स्तत्व याजंबरोबर दोन घेतल्यास आपल्याला 3 पदाचंा वगय वमळतो; इ. हा युवक्तवाद तकय दुष्ट आहे. एक 
म्हणजे “अस्स्तत्व” हे काही वनवित अथय असलेले पद नव्हे, यामुळे आवण यापेक्षाही अवधक म्हणजे जर 
त्याच्याकरता वनवित असा काही अथय शोधभन काढला, तर असे वदसेल की संख्यानंा अस्स्तत्वच नसते– 
संख्या म्हणजे ज्याला तार्मकक कल्पना म्हणता येईल असे काहीतरी आहे; ज्या वळेी आपण वगांची व्याख्या 
करावयास जाऊ त्या वळेी हे पाहभ. [पृ. १३८] 
 

0 ते n पयंतच्या (दोन्ही धरून) सखं्याचंी सखं्या n + 1 आहे हे ववधान, n आवण त्याच्या आधीची 
कोणतीही संख्या आपल्या अनुचराबरोबर नसते ह्यावर अवलंबभन आहे. आवण जर अनंताचा वसद्धातं असत्य 
असेल तर हे नेहमीच सत्य राहील असे नाही. जगातील सवय व्यक्तींच्या संस्थेपेक्षा n अवधक असेल तर सान्त 
n करता वमळणारे n = n + 1 हे समीकरण आत्मके्षपी सखं्याचं्या बाबतीतील तसल्याच समीकरणापेक्षा 
वगेळे आहे. आत्मके्षपी संख्यानंा हे लागभ करताना त्याचा अथय n पदाचंा एखादा वगय असेल तर त्यात एका 
पदाची िर घालभन वमळणाऱ्या वगाशी तो “सदृश” असतो, असा आहे. पण जगातील वस्तभंच्या मानाने फार 
मोठ्या असलेल्या संख्येला ते लागभ करताना त्याचा अथय n पदाचंा वगयच अस्स्तत्वात नाही आवण n + 1 
पदाचंाही नाही, असा होतो. आपण जर जातींची उतरंड n पदाचंा वगय अस्स्तत्वात येडयल इतकी मोठी रचली 
तर आपल्याला n + 1 पदाचं्या वगाशी “सदृश” असा वगय वमळेल, असा याचा अथय होत नाही. कारण जर n 
ववगामी असेल तर अनंताचा वसद्धातं खरा असो वा खोटा, हे घडणे शक्य नाही. 

 
परावती वगांचे अस्स्तत्व वसद्ध करण्याकरता Bolzano [ले. टी. : Bolzano, Paradoxien des Unendlichen 

पारादोस्क्सयेन देस उऩएंडवलशने 13. अनंताचे असत्यािास.] आवण डेडककट [ले. टी. : Was sind und was sollen die zahlen? वास कझट् 
उंट वास झोलेन डी त्सालेन N. 66. सखं्या काय आहेत आवण काय असतील?] ह्या दोघानंी अवलंवबलेला असा एक युवक्तवाद 
आहे. हा युवक्तवाद, थोडक्यात, पढुीलप्रमाणे आहे: वस्तभ ही त्या वस्तभ ववषयीच्या कल्पनेपेक्षा वगेळी आहे. 



 अनुक्रमणिका 

कोणत्याही वस्तभववषयी काही एक कल्पना (वनदान ती अस्स्तत्वात असणे) असतेच. वस्तभचा, 
वतच्याववषयीच्या कल्पनेशी असलला संबधं एक-एक आहे, अवण कल्पना ह्या वस्तभंपैकीच आहेत. त्यामुळे 
“–बद्दलची कल्पना” हा संबंध संपभणय वगाचे स्वतःच्याच एका िागावर म्हणजे सवय कल्पनाचं्या वमळभन 
झालेल्या िागावरील आत्मके्षपणच होय. पवरणामतः वस्तभंचा वगय आवण कल्पनाचंा वगय दोन्ही अनंत आहेत. 
हा युवक्तवाद मनोरंजक आहे. केवळ युवक्तवाद म्हणभनच नव्हे तर त्यातील चुका (ककवा मला ज्या चकुा 
वाटतात त्या) पाहणे बोधप्रद ठरेल. यातील मुख्य प्रमाद म्हणजे प्रत्येक वस्तभशी एखाद्या कल्पनेचे साहचयय 
मानणे हा. “कल्पना” म्हणजे काय हे ठरवणे, अथातच, अत्यतं कठीण आहे; पण आपल्याला ते मावहती 
आहे असे समजभ. मग समजा सॉके्रटीसपासभन आपण सुरुवात केली तर सॉके्रटीस-बद्दल काही कल्पना आहे 
असे आपल्याला मानाव ेलागेल आवण पुढेही असेच म्हणता येईल. आता असल्या सगळ्या कल्पनानंाच 
लोकाचं्या मनात प्रत्यक्ष अनुिवान्ती काही अस्स्तत्व आहे, अशी काही स्स्थती नाही हे उघड आहे. दुसऱ्या 
ककवा वतसऱ्या पायरीनंतर ते भ्रामक ठरते. हा युवक्तवाद जर उचलभन धरावयाचा असेल तर यात अविपे्रत 
असलेल्या कल्पना अस्मानी, पोकळ अशाच असणार. कारण त्या जवमनीवरच्या वनवितपणे नसतील. पण 
मग लगेच, अशा प्रकारच्या कल्पनानंा अस्स्तत्व आहे की नाही याचीच शकंा येते. अशा कल्पना. आहेत हे 
जर आपल्याला कळावयाचेच असेल तर त्या, काही एका तार्मकक पायावर. आधावरत असल्या पावहजेत 
आवण कोणत्याही गोष्टीच्या मागे कल्पना असली पावहजे हे त्यावरून वसद्ध करता यावयास पावहजे. हे उत्तर 
आपण वनवितच अनुिवाच्या आधारावर वमळवभ शकणार नाही. वकवा डेडककट प्रमाणे “meine 
Gedankenwelt” ला (माइन ऽ गेडान्केन्वले्ट्: माझे ववचार जगत) लागभ करू शकणार नाही. [पृ. १३९] 

 
कल्पना आवण वस्तभ याचं्यामधील संबधं तपासभन पाहण्यापरुताच जर ववचार आपल्याला करावयाचा 

असेल तर आपल्याला वकत्येक प्रकारच्या मानसशास्त्रीय आवण तकय शास्त्रीय चौकशाचं्या उद्योगात पडाव े
लागेल. आवण आपल्या मभळ हेतभशी तर ते सुसगंत नाही. पण पढुचे आणखी काही मुदे्द पावहले पावहजेत. जर 
“कल्पना” ही तकय शुद्ध रीतीने समजावभन घ्यावयाची असेल तर ती वस्तभशी एकरूप असली पावहजे. नाही 
तर ते वणयन ठरेल. (याबद्दल नंतरच्या प्रकरणात खुलासा केला आहे.) पवहल्या प्रकारात युवक्तवाद फसतो, 
कारण आत्मके्षवपत्वाच्या वसद्धतेसाठी वस्तभ आवण कल्पना विन्न ठरतील. दुसऱ्या प्रकारच्या वळेीही युवक्तवाद 
फसतोच कारण वस्तभ आवण वणयन याचं्यातील सबंंध एक-एक नसतो. वदलेल्या कोणत्याही वस्तभची असखं्य 
अचभक वणयने असभ शकतात. सॉके्रटीसचे वणयन (उदाहरणाथय) “प्लेटोचा गुरु” असे करता येईल, ककवा 
“ववष प्यालेला तत्त्वज्ञ” ककवा “झावंटपेचा पती” असेही वणयन करता येईल. जर दुसरे गृहीत घेऊन- 
“कल्पनेची” मानसशास्त्रीय उपपत्ती द्यावयाची असेल तर वजला वस्तभची एकमेव (The) कल्पना असे 
म्हणता येईल अशी एकही वनवित मानसशास्त्रीय चीज नाही. [पृ. १४०] 
 

ज्यानंा वस्तभची एक कल्पना असे म्हणता येईल असे असखं्य दृवष्टकोण ककवा प्रकार आहेत. म्हणजे 
आपण असे म्हणभ शकभ  की “सॉके्रवटसबद्दलची माझी कल्पना तुमच्यापेक्षा वनराळी आहे.” पण 
सॉके्रटीसबद्दलच्या ववववध कल्पनानंा एकत्र बाधंभन ठेवभ. शकतील अशी एकही मध्यवती कल्पना (स्वतः 
सॉके्रटीस वळल्यास) नाही. आवण वर युवक्तवादात माडंल्याप्रमाणे वस्तभ आवण कल्पना याचं्यात कोणताही 
एक-एक संबधं राहाणार नाही. तसेच जगातील वस्तभंपकैी काही थोड्ा वस्तभ सोडल्या तर इतर वस्तभंच्या 
संबंवधत अशा काही कल्पना आहेत असे, अथाची वकतीही ओढाताण केली तरी म्हणता येणार नाही; हे 
मानसशास्त्रीय सत्य आहे आवण आपण ते पभवीच पावहले आहे. ह्या सवय कारणास्तव, आत्मके्षपी वगांच्या 
तार्मकक अस्स्तत्वाला अनुकभ ल वाटणारा वरील युवक्तवाद त्याज्य ठरवला पावहजे. 

 



 अनुक्रमणिका 

तार्ककक युवक्तवादावंवषयी काहीही म्हटले असले तरी अवकाश आवण काळ, रंगाचंी ववववधता 
इत्यादी वरून करता येणारे आनुर्भरवक युवक्तवाद, वस्तुववशषेाचें (Particualrs) अनंतत्व वसद्ध करण्यास 
अगदी पुरेसे आहेत, असे वाटण्याची शक्यता आहे. माझा ह्यावर ववश्वास नाही आवण जोवर अवकाश आवण 
काळ ह्या वास्तव गोष्टी आहेत, गवणती कल्पना नव्हेत, तोवर अवकाश आवण काळ संतत आहेत ककवा 
वनदान दृढ आहेत असे आपण मानणे स्वािाववक आहे. पण पुन्हा हाही मुख्यतः पभवयग्रहच. वास्तवशास्त्रातील 
पुंज उपपत्ती (Quantum theory), सत्य ककवा असत्य असली तरी सातंत्याची वसद्धता देणे, 
वास्तवशास्त्राला परवडणारे नाही, असेच दाखवते. कदावचत सातंत्य नसल्याचेच त्या उपपत्तीवरून वसद्ध 
होईल. सतंत गती आवण तुटक साखळीची वगेवान गती यातील मतिेद कळवण्याइकी इंवद्रये पुरेशी 
काययक्षम नसतात; हे आपल्याला वचत्रपटामुळेही कळते, त्या जगात गती ही छोट्या, सान्त अशा झटक्याचं्या 
मावलकेची बनलेली असेल ते जग, ज्यात गती संतत असेल त्या जगापासभन, अनुिवाच्या साह्याने वगेळे 
करणे शक्य नाही. ह्या ववधानाचें संपभणय समथयन करण्यास फार जागा लागेल; तभतय वाचकाचं्या ववचाराकरता 
मी केवळ सभचकरीत्या वववचेन करीत आहे. ते जर युक्त असेल तर जगातील वस्तुववशषेाचंी संख्या अनंत 
आहे हे मानण्याला कोणताही अनुिाववक आधार नाही, आवण कधीही असणार नाही. हे उघड आहे; तसेच 
ही संख्या सान्त आहे असे मानण्यालाही सध्या आधार नाही. कदावचत त्या वदशनेे जाणारा पुरावा, वनणायक 
नसला तरी कधी काळी तरी वमळेल असे तत्त्वतः वाटणे शक्य आहे. [पृ. १४१] 
 

अनंत हा संबोध आत्मव्याघाती नाही आवण तकय दृष्ट्ट्या प्रस्थावपत करण्यासारखाही नाही. ह्या 
गोष्टीवरून आपल्याला असाच वनष्ट्कषय काढावा लागतो की जगातील गोष्टींची संख्या सान्त आहे की अनंत 
आहे याच्या काययकारणिावाववषयी आपल्याला काहीही समजभ शकणार नाही. तेव्हा लाइस्ब्नटझच्या िाषेत 
बोलावयाचे झाल्यास, काही संिाव्य जगे सान्त आहेत तर काही अनंत आहेत. आपले हे जग कोठल्या 
प्रकारात मोडते हे ठरवण्याचे कोणतेही साधन आपल्याला उपलब्ध नाही, असाच वनष्ट्कषय काढावा लागतो. 
संिाव्य अशी काही जगे दुसऱ्या (सान्त) प्रकारची नसतील तर अनंताचा वसद्धातं सत्य ठरेल; पण आपल्या 
ह्या जगात तो सत्य आहे की असत्य, हे आपल्याला सागंता येणार नाही. 

 
ह्या प्रकरणात सवयत्र “व्यक्ती” आवण “वस्तुववशषे हे शब्द स्पष्टीकरण न देता समानाथी म्हणभन 

वापरले आहेत. जावतमीमासेंवर ह्या पुस्तकाच्या मयादेत बसेल असा ह्या संज्ञाचंा खुलासा करणे, यापेक्षा 
दीघय स्पष्टीकरण वदल्यावशवाय शक्य नाही; पण हा ववषय सोडभन जाण्यापभवी, ह्या शब्दाचं्या अथाला ग्रासभन 
टाकणारी संवदग्धता कमी करण्याकरता काही शब्द उपयोगी ठरतील. 

 
वणयन ककवा संबधं दशयवणाऱ्या वक्रयापदातील आवण वण्यय ववषयाबंद्दल (ककवा कत्याबद्दल) ककवा 

संबंवधत पदाबंद्दल प्रकषाने सागंणाऱ्या वक्रयापदातील चालचलाऊ ववधानामंधील, िेद आपण स्पष्ट करू 
शकतो. “सीझर होऊन गेला” यात सीझरचे वणयन आहे; “ब्रभटस् ने सीझरला मारले” यात ब्रभटस आवण 
सीझर याचं्यातील संबधं स्पष्ट होतो. “कता” हा शब्द व्यापक अथाने वापरून, ह्या प्रववधानात आपण ब्रभटस 
आवण सीझर ह्या दोघानंाही कता म्हणभ. व्याकरणदृष्ट्ट्या ब्रभटस हा कता आवण सीझर कमय आहेत पण ही बाब 
तकय दृष्ट्ट्या वबनमहत्त्वाची आहे, कारण तोच प्रसंग “सीझर ब्रभटसकडभन मारला गेला” असा व्यक्त करता 
येईल आवण यात सीझर हा व्याकरणदृष्ट्ट्या कता होईल. [अ. टी. : कमयवणप्रयोगात कमाची प्रथमा असते इतक्यापरुतेच हे 
ववधान सत्य मानावे.] 
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तेव्हा प्रववधानाच्या साध्या ववचारात “कता” ह्या शब्दाच्या व्यापक अथाच्या दृष्टीने एक, दोन ककवा 
अवधक कत्यांचा, ककवा कत्यांमधील, संबंध माडंलेला आढळेल. (सबंंधामध्ये दोनापेक्षा अवधक पदे असभ 
शकतील. उदा. A, B ला C देतो हा तीन पदामंधील सबंधं आहे.) आता, अनेकदा असे होते की, अवधक 
सभक्ष्म वनरीक्षण केल्यावर बाह्यतः कते िासणारे प्रत्यक्षात कते नसतात, तर त्याचें आणखी ववश्लेषण होऊ 
शकते; पण ह्याचा एकच पवरणाम होतो की, त्याचं्या जागा नवीन कत्यांनी घेतली आहे. वक्रयापदसुद्धा 
व्याकरणदृष्ट्ट्या कता होऊ शकते. उदा. आपण असेही म्हणभ “ठार मारणे हा ब्रभटस आवण सीझर याचं्यातील 
संबंध आहे”. पण अशा प्रकारात व्याकरणामुळे वदशािभल होते. मात्र सरळ ववधानामंध्ये, तत्त्वज्ञानप्रधान 
व्याकरणाचे वनयम पाळल्यास, ब्रभटस आवण सीझर हे कते होतील आवण मारणे हे वक्रयापद राहील. [पृ. 
१४२] 

 
तेव्हा संज्ञावंवषयीच्या पुढील संकल्पनेप्रत आपण पोचतो: ज्या वळेी प्रववधानामंध्ये संज्ञा येतात तेव्हा 

त्या कता म्हर्नूच येऊ शकतात, अन्य कोणत्याही प्रकारे येऊ शकत नाहीत. वस्तभच्या, जुन्या पद्धतीच्या 
व्याख्येचा हा िाग आहे. पण वापरून वापरून त्या कल्पनेला जो अथय प्राप्त झाला आहे त्याच्याशी आपल्याला 
काहीही कतयव्य नाही. प्रववधानामंध्ये जी पदे केवळ कता म्हणभन येतात, त्याचंी व्याख्या आपण “ववशषेनामे” 
म्हणभन करू. (येथे कता हा शब्द वर म्हटल्याप्रमाणे व्यापक अथाने योजला आहे.) नंतर, ज्या वस्तु 
ववशषेनामाचं्या साह्याने दशयववता येतील त्यानंा आपण “व्यक्ती” ककवा “वस्तुववशषे” म्हणभ (प्रतीकाचं्या 
साह्याने त्या ज्या दशयववल्या जातात, त्यापेक्षा त्याचंी प्रत्यक्ष व्याख्या करणे अवधक चांगले. पण ते 
करण्याकरता सत्ताशास्त्रामध्ये, (Metaphysics) आपल्याला गरज आहे त्याहभन अवधक खोल बुडी मारावी 
लागेल.) ह्याप्रमाणे उलट क्रमाने अनंतकाळ जाणे अथातच शक्य आहे: म्हणजे जे काही व्यक्ती आहे असे 
िासते ते सवय, अवधक सक्ष्म वनरीक्षणानंी प्रकारचा वगय ककवा काही एक प्रकारचे वमश्रणच आहे, असे वदसेल. 
जर असे असेल तर अनंताचा वसद्धातं अथातच, सत्य असला पावहजे. पण जर असे नसेल तर ववश्लेषणाने 
शवेटच्या कत्यापयंत जाऊन पोचणे तत्त्वतः (तरी) शक्य झाले पावहजे. आवण याचं्यामुळेच “व्यक्ती” ककवा 
“वस्तुववशषे” यानंा अथय प्राप्त होतो असे मानतात. जर हा अथय त्याचं्या बाबतीत सत्य असेल तर तो त्याचं्या 
वगांच्या आवण वगांच्या वगांच्या इ. बाबतीतही सत्य असणार. तसेच जर तो त्याचं्या बाबतीत असत्य असेल 
तर तो ह्या संपभणय उतरंडीकरताही असत्य असतो. त्यामुळे उतरंडीतील दुसऱ्या कोणत्या अवस्थेकरता 
अनंताचा वसद्धातं माडंण्यापेक्षा तो त्याचं्या (वस्तभंच्या) बाबतीत माडंणे स्वािाववक होय. पण वसद्धातं सत्य 
असेल ककवा असत्य असेल, ते शोधभन काढण्याचा कोणताही मागय उपलब्ध आहे असे वदसत नाही. [पृ. 
१४३] 

 
❑❑❑ 
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प्रकरण १४ 
 

अननुरूपता आणि णनगमन मीमाांसा 
 

 आतापयंत आपण, गवणती तत्त्वज्ञानाच्या ज्या िागाला, वर्गण ह्या कल्पनेचे वववचेक परीक्षण लागत 
नाही असा िाग पावहला. ह्यात काहीशी घाई झाली हे खरे आहे. मात्र पभवीच्या प्रकरणातंभन आपल्याला अशा 
काही प्रश्नानंा तोंड द्याव ेलागले आहे की त्यामुळेच आता अशा तऱ्हेने परीक्षण करणे प्राप्त झाले आहे. हे काम 
अंगावर घेण्यापभवी, गवणती तत्त्वज्ञानाच्या ज्या अंगाकंडे आतापयंत आपण लक्ष वदले नव्हते त्याचंा ववचार 
आपल्याला केला पावहजे. आता, ज्या अंगाचंा ववचार करायाचा आहे ते संश्लेषक (Synthetic) वववचेनामध्ये 
प्रथम येतात. आतापयंत आपण ज्याचंा ववचार केला त्यापेंक्षा ही अंगे अवधक मभलिभत आहेत. वगयमीमासेंचा 
ववचार करण्यापभवी आपल्याला तीन ववषयाचंा ववचार करावा लागेल: (१) वनगमनमीमासंा, (२) 
प्रववधानात्मक फल, (३) वणयने. यातला वतसरा ववषय तकय तः वगयमीमासेंला पभवावश्यक मानला जात नाही, 
पण, वगांचे वववचेन करण्याकरता ज्या प्रकािची मीमासंा आपल्याला लागते त्याचे हे एक सोपे उदाहरण 
आहे. [पृ. १४४] 

 
गवणत हे एक वनगमनात्मक शास्त्र आहे. काही पभवयपक्षापंासभन (Premiss) आरंि करून वनगमनाच्या 

(Deduction) काटेकोर प्रवक्रयेच्या साह्याने ते ववववध प्रमेयापयंत पोचते; गवणत अशा प्रमेयाचेंच बनले आहे. 
जुन्या काळी गवणती वनगमन अनेकदा काटेकोरपणात कमी पडत असे हे खरे आहे. काटेकोरपणात 
पवरपभणयता आणण्याचे ध्येय क्ववचतच साध्य होत असे हेही खरे आहे. काहीही असले तरी जोवर गवणती 
वसद्धता काटेकोरपणात कमी असेल तोवर ती वसद्धता सदोषच होय. सवयसामान्य अनुिव अमुक पवरणाम 
दशयवतो असे आवाहन करणे हा काही योग्य बचाव नव्हे; कारण आपण त्याच्यावरच जर अवलंबभन राहणार 
असलो तर मग सामान्य बुद्धीचा आसरा घेऊन तकय दुष्टता आणण्यापेक्षा युवक्तवाद मुळातच टाकभ न वदलेला 
चागंला. गवणतामध्ये एकदा पभवयपक्ष माडंल्यावर, सामान्य बदु्धीला ककवा “अन्तःपे्ररणेला” ककवा काटेकोर 
वनगमनीय तकय शास्त्रावशवाय दुसऱ्या कशालाही, आवाहन करणे िाग पडभ  नये. [पृ. १४५] 

 
ज्या वळेी काटंला असे आढळभन आले की त्याच्या काळच्या िभवमवतज्ञानंा, ज्यात-दुसऱ्या कशाचे 

साह्य नाही अशा युवक्तवादावशवाय त्याचंी प्रमेये वसद्ध करता येत नाहीत, तर आकृतींना आवाहन करणे 
त्यानंा िाग पडते आहे, त्या वळेी त्याने गवणती काययकारणाची एक नवी मीमासंा शोधभन काढली, त्यानुसार 
अनुमान कधीही केवळ तार्मकक नसे तर, ज्याला “अन्तःपे्ररणा” म्हणतात अशाचा आधार त्याला नेहमी 
लागत असे. आधुवनक गवणताचे सपंभणय सभत्र, काटेकोरपणाच्या त्याच्या वाढत्या पाठपुराव्यासकट, काटंीय 
मीमासेंच्या ववरुद्ध आहे. काटंच्या काळात, गवणतातील ज्या बाबी रसद्ध करता येत नसत त्या ज्ञातरह होऊ 
शकत नसत– उदा, समातंराचा वसद्धातं. जे शुद्ध तकय शास्त्राने वनगवमत करता येते तेच गवणतात आवण 
गवणती पद्धतीने समजभ शकते, आवण मानवी ज्ञानातील इतर गोष्ट, दुसऱ्या मागाने– अनुिवाने, इवंद्रयजन्य 
ककवा दुसऱ्या कोठल्या तरी अनुिवाने साध्य झाली पावहजे, पण काययकारणिावपद्धतीने ककवा अनुिवपभवय 
(A priori) पद्धतीने नव्हे. ह्या प्रवतपादनाला प्रत्यक्ष आधार Principia Mathematica, passim मध्ये 
आढळेल. Principles of Mathematics मध्ये ह्याचा बचाव वदला आहे. पण त्याबद्दल मतिेद आहेत. पण 
वाचकापंुढे त्याचा केवळ वनदेश करण्यापेक्षा अवधक काही आपण येथे करू शकणार नाही. हा ववषय इतका 
ववस्तृत आहे की त्याचे वववचेन घाईने करणे शक्य नाही. मध्यंतरी आपण असे धरून चालभ  की सवय गवणत हे 
वनगमनशील आहे. आवण वनगमनात काय काय अंतिभयत आहे, याचा तपास करण्यास आरंि करू. 
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वनगमनामध्ये आपल्याकडे एक ककवा अनेक प्रववधाने असतात, त्यानंा पभवयपक्ष ककवा पक्षववधाने 
म्हणतात; त्याचं्यापासभन आपण वनष्ट्कषय अनुमावनत करतो. आपले उवद्दष्ट साधण्याकरता, सोय म्हणभन, ज्या 
वळेी अनेक पक्षववधाने असतील त्या वळेी ती एकाच प्रववधानात वमवश्रत करणे सोईस्कर; त्यामुळे 
आपल्याजवळ एकच पक्षववधान आवण एकच वनष्ट्कषय आहे असे म्हणणे शक्य होते. तेव्हा वनगमन म्हणजे 
एखाद्या प्रववधानातील पक्षववधानाच्या ज्ञानापासभन दुसऱ्या एखाद्या प्रववधानाच्या, म्हणजे वनष्ट्कषाच्या 
ज्ञानापयंत जाण्याची प्रवक्रया अचभक नसेल तर वतला आपण तकय शुद्ध म्हणणार नाही; अचभक म्हणजे 
पक्षववधान आवण वनष्ट्कषय याचं्यामध्ये असा एक संबंध असावा की पक्षववधान सत्य असल्याचे मावहती असेल 
तर वनष्ट्कषावर ववश्वास ठेवण्याचा अवधकार आपल्याला वमळावा. वनगमनाच्या तकय शुद्ध मीमासेंमधील याच 
संबंधात, आपल्याला मुख्यतः, रस आहे. [पृ. १४६] 

 
एखाद्या प्रववधानाच्या सत्यत्वाचे (Truth) अनुमान सप्रमाणतेने (Validly) करण्याकरता आपल्याला 

दुसरे एखादे प्रववधान सत्य असल्याचे मावहती असले पावहजे आवण ज्याला “अविपे्रतता (Implication)” 
असे म्हणतात तो सबंधं त्या दोघातं असला पावहजे; म्हणजे का ववधानात वनष्ट्कषय “ अविपे्रत” आहे, असे 
आपण म्हणभ. (ह्या संबंधाची व्याख्या आपण लवकरच करू.) ककवा आपल्याला एखादे प्रववधान असत्य 
असल्याचे मावहती असाव,े आवण त्याचं्यात, “p ककवा q” अशा रीतीने [ले. टी. : आपण p, q, r, s, t इ. अक्षरानंी चल 

प्रववधाने दशयवभ.] व्यक्त केलेला “ववकल्पन (Disjunction)” हा सबंधं असावा; व त्यामुळे एक असत्य असल्याचे 
मावहती असल्यास त्यावरून दुसरा सत्य असल्याचे अनुमान काढता [अ. टी. : “ववकल्पन” हा सबंधं नसभन ती वद्वपद 
(Binary) वक्रया (Operation) आहे.] याव.े पनु्हा, एखाद्या प्रववधानाच्या सत्यत्वाऐवजी त्याच्या असत्यत्वाचे 
(Falsehood) अनुमान काढण्याचीही आपली इच्छा असभ शकेल. हे दुसऱ्या एखाद्या प्रववधानावरूनही 
अनुमावनत करता येईल; मात्र ती दोन प्रववधाने “अननुरूप (Incompatible)” असल्याचे आपल्याला 
मावहती असले पावहजे. म्हणजे जर त्यातले एक सत्य असेल तर दुसरे असत्य असले पावहजे. ज्याप्रमाणे 
एकाच्या सत्यत्वावरून दुसऱ्याचे सत्यत्व अनुमावनत करता येते त्याचप्रमाणे दुसऱ्या एखाद्या प्रववधानाच्या 
असत्यत्वावरूनही अनुमावनत करता येईल. म्हणजे ज्या वळेी q मध्ये p अविपे्रत असेल त्या वळेी p च्या 
असत्यत्वावरून, आपण q चे असत्यत्व अनुमावनत करू शकभ . हे चारही प्रकार अनुमानाचे प्रकार होत. ज्या 
वळेी, आपले मन अनुमानावर कें वद्रत झाले असेल त्या वळेी “अविपे्रतता” हा मभलिभत आवदसबंधं म्हणभन घेणे 
स्वािाववक वाटते. कारण जर आपल्याला p च्या सत्यत्वावरून q चे सत्यत्व अनुमावनत करणे शक्य 
व्हावयाचे असेल तर p आवण q ह्याचं्यामध्ये हाच एक सबंधं असला पावहजे. पण तावंत्रक कारणासंाठी काही 
ही सवोत्कृष्ट आवदकल्पना म्हणभन वनवडता येणार नाही. आवदकल्पना आवण व्याख्या ह्याचं्याकडे जाण्यापभवी 
प्रववधानामंधील वर उल्लेवखलेल्या संबधंानंी सभवचत केलेल्या, प्रववधानाचं्या यापढुच्या ववववध फलाचंा ववचार 
करू. 
 

अशा फलापंैकी सवात सोपे म्हणजे नकारात्मक (Negative) ककवा नकृत, “न – p” हे फल 
म्हणजे p असत्य असता सत्य असणारे आवण p सत्य असता असत्य असणारे प्रववधान होय. एखाद्या 
प्रववधानाचे सत्यत्व ककवा त्याचे असत्यत्व ह्याचंा उल्लखे त्याचे “सत्यतामभल्य (Truth value)” म्हणभन करणे 
सोयीचे होईल; [ले. टी. : ही सजं्ञा फे्रगेची आहे.] म्हणजे सत्य प्रववधानाचे “सत्यतामभल्य” सत्यत्व व असत्य 
प्रववधानाचे असत्यत्व, होय. म्हणजे न–p चे सत्यतामभल्य p च्या ववरुद्ध राहील. 
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नंतर आपण रवकल्पन “p ककवा q” घेऊ. p सत्य असता, तसेच q सत्य असता ज्याचे सत्यतामभल्य 
सत्यत्व असते, पण p आवण q दोन्ही असत्य असता असत्यत्व असते असे हे फल होय. नंतर आपण 
सयंोजन (Conjunction), “p आवण q” घेऊ. ज्या वळेी p आवण q दोन्ही सत्य असतील त्या वळेी ह्याचे 
सत्यतामभल्य सत्यत्व असते; नाहीतर त्याचे सत्यतामभल्य असत्यत्व असते. [पृ. १४७] 
 

नंतर आपण अननुरूपता (Incompatibility) म्हणजे “p आवण q दोन्ही (एकाच वळेी) सत्य 
नाहीत”, हे घेऊ. हे संयोजनाचे नकरण (Negation) होय; ते p आवण q ह्याचं्या नकरणाचें ववकल्पनही 
आहे. म्हणजे ते “न –p ककवा न–q” असे आहे. ज्यावळेी p असत्य असेल तेव्हा, तसेच q असत्य असेल 
त्या वळेी, ह्याचे सत्यतामभल्य सत्यत्व असते; ज्या वळेी p आवण q दोन्ही सत्य असतात त्या वळेी त्याचे 
सत्यतामभल्य असत्यत्व असते. 

 
शवेटी अरर्भपे्रतता घ्या. p मध्ये अविपे्रत q”, हे ककवा “जर p तर q” हे प्रववधान ज्यामुळे p च्या 

सत्यत्वावरून q च्या सत्यत्वाचे अनुमान करणे शक्य होईल अशा अवधक व्यापक अथाने समजभन घ्यावयाचे 
आहे म्हणजे ह्याचा अथय आपण असा लावभ:– “p असत्य नसेल तर q सत्य असते” ककवा, “एकतर p असत्य 
असते ककवा q सत्य असते”, (“मध्ये अविपे्रत” ह्याचे इतरही अनेक अथय होऊ शकतात; ह्या बाबींशी 
आपल्याला कतयव्य नाही; येथे माडंलेला अथयच आपल्या दृष्टीने सोयीचा आहे) म्हणजे असे: “p मध्ये अविपे्रत 
q” ह्याचा अथय “न – p ककवा q” असा असावा; p असत्य असेल तेव्हा, तसेच जर q सत्य असेल तेव्हा ह्याचे 
सत्यतामभल्य सत्यत्व असाव ेआवण p सत्य आवण q असत्य असेल तेव्हा ते असत्यत्व असाव.े 

 
याप्रमाणे आपल्याकडे पाच फले झाली; नकरण, ववकल्पन, संयोजन, अननुरूपता आवण 

अविपे्रतता. [अ. टी. : अलीकडे, ‘अननुरूपता’ हेच फल घेण्याऐवजी ‘समतुल्यता’ हे फल घेतात. ‘p समतुल्य q’. एकतर p आवण q दोन्ही 
सत्य असतील ककवा दोन्ही असत्य असतील. म्हणजे, नकरण, ववकल्पन, सयंोजन, अविपे्रतता आवण समतुल्यता ही पाच फले आरंिाकरता 
घेतात.] आपण ह्यात आणखीही िर घालभ शकलो असतो. उदाहरणाथय सयुंक्त असत्यत्व “न – p आवण न– 
q”; पण वरील पाच पुरेशी आहेत. नकरण हे इतर चार फलापेंक्षा विन्न आहे कारण त्यात एकच अंतिभयत 
प्रववधान आहे, तर इतर फलात दोनदोन आहेत. पण पाची फलामंध्ये एक साम्य आहे. त्याचें सत्यतामभल्य, 
ती ज्या प्रववधानावंर अवलंबभन आहेत त्याचं्या सत्यतामभल्यावंर अवलंबभन असते. p चे ककवा p आवण q चे 
(जसा प्रकार असेल तसे) सत्यत्व ककवा असत्यत्व वदले असता आपत्याला नकरण, ववकल्पन, संयोजन 
अननुरूपता, ककवा अविपे्रतता ह्याचें सत्यत्व ककवा असत्यत्व वमळभ शकते. प्रववधानाचं्या ज्या फलाकडे हा 
गुणधमय असतो त्याला “सत्यताफल (Truth- function)” म्हणतात. 

 
ज्या पवरस्स्थतीत सत्यताफल सत्य ककवा असत्य असेल ती पवरस्स्थती माडंली, की त्या फलाचा 

संपभणय अथय स्पष्ट होतो. उदाहरणाथय “न – p” हे p चे असे फल आहे की p असत्य असता ते सत्य असते, 
आवण p सत्य असता ते असत्य असते. त्याला इतर कोणताही अथय लावावयाचा नाही. हेच “p ककवा q” 
याला आवण इतरानंाही लागभ आहे. यावरून प्रववधानाचं्या सवय मभल्याकंरता ज्या दोन फलाचें सत्यतामभल्य 
सारखेच असेल त्याचं्यात कोणताही फरक करता येणार नाही हे सरळ वदसते. उदाहरणाथय “p आवण q” हे 
“न – p ककवा न – q” याचें नकरण आहे, आवण उलट; तेव्हा यापंैकी कोणत्याही एकाची व्याख्या दुसऱ्याचे 
नकरण म्हणभन करता येईल. ज्या अवस्थेत सत्यताफल सत्य ककवा असत्य असेल त्या अवस्थेबाहेर त्याला 
आणखी कोणताही अथय नसतो. [पृ. १४८] 
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वरील पाच फळे परस्पर स्वतंत्र नाहीत हे स्पष्ट आहे. त्यातील काहींची व्याख्या इतराचं्या रूपात 
करता येईल. ही सखं्या दोनावर आणणे काहीही अवघड नाही. Principia Mathematica मध्ये वनवडलेली 
दोन, म्हणजे नकरण आवण ववकल्पन. मग अविपे्रततेची व्याख्या “न – p ककवा q” अशी, अननुरूपतेची “न 
– p ककवा न – q” अशी करता येईल. संयोजन म्हणजे अननुरूपतेचे नकरण. पण Sheffer ने असे 
दाखवभन वदले आहे की [ले. टी. : Transactions of American Mathematical Society vol. xiv पषृ्ठ ४८१-४८८.] आपल्याला 
वरील पाची फलाकंरता एकच आवदकल्पना परेुशी होईल आवण वनकोडने [ले. टी. : Proceedings of Cambridge 
Philosophical Society vol. xix; i, जानेवारी १९१७.] (Nicod) असे दाखवभन वदले आहे की यामुळे वनगमन मीमासेंमध्ये 
लागणाऱ्या आवद प्रववधानाचंा संके्षप दोन अनाकावरक (Non-formal) तत्त्वापंयंत आवण एका आकावरक 
(Formal) तत्त्वापंयंत करता येईल. याकरता आपले अव्याख्यात प्रववधान म्हणभन आपण अननुरूपता ककवा 
संयुक्त असत्यता असे घेऊ शकतो. आपण यातले पवहले घेऊ. 

 
आता आपली आवदकल्पना म्हणजे ज्याला “अननुरूपता” म्हणतात, असे एक सत्यताफल आहे. हे 

आपण p/q याने दशयवभ. लगेच नकरणाची व्याख्या प्रववधानाची स्वतःशीच अननुरूपता अशी करता येईल. 
म्हणजे “न–p” ची व्याख्या “p/p” अशी करता येईल. ववकल्पन म्हणजे न–p आवण न–q याचंी 
अननुरूपता, म्हणजे (p/p) | (q/q). अविपे्रतता, p आवण न–q याचंी अननुरूपता, म्हणजे p | (q/q) 
होय. संयोजन हे अननुरूपतेचे नकरण आहे. म्हणजे ते (p/q) | (p/q) आहे. याप्रमाणे उरलेल्या चारही 
फलाचंी व्याख्या अननुरूपतेच्या रूपात करता येईल. 

 
नवनवीन प्रववधानाचंा अंतिाव करून ककवा त्याच प्रववधानाचंा पनुरुक्ती करून वकती सत्यताफले 

बनवावीत ह्याला काही मयादा नाही, हे उघड आहे. आपल्याला कशाचा ववचार करावयाचा असेल तर तो 
ह्या ववषयाच्या अनुमानाशी असलेल्या संबधंाचा होय. जर आपल्याला p सत्य असल्याचे आवण ‘p मध्ये 
अविपे्रत q’ हे, मावहती असेल, तर आपण q (सत्य असल्याचे) प्रवतपादन करण्याचा ववचार करू शकभ . 
अनुमानाबद्दल असे आपल्या मनात काहीतिी नेहमीच असते: ज्याच्या साह्याने नवीन ज्ञान वमळते असा 
अनुमान हा एक मागय आहे. पण ज्याच्यामुळे अचभक अनुमान करणे आपल्याला सोपे होते असा, अनुमान हा 
एक मागय आहे हे मात्र त्याच्याववषयी आपल्या मनात नसते. p या प्रवतपादनापासभन q या प्रवतपादनापयंत 
प्रत्यक्ष जाणे ही मात्र एक मानवसक प्रवक्रयाच आहे आवण ती शुद्ध तावत्त्वक रूपात व्यक्त करण्याचा प्रयत्न 
आपण करता कामा नये. [पृ. १४९] 

 
गवणतामध्ये ज्या वळेी आपण अनुमाने करतो, त्या वळेी चल प्रववधानाचंा, समजा ‘p आवण q’ असा 

एखादा राशी नेहमीच आपल्याकडे असतो. तो राशी एक प्रकारचा साचा (Form) म्हणभनच मावहती असतो. 
आवण, p व q च्या सवय मभल्याकंरता सत्य असतो; आपल्याकडे याचाच एक िाग असलेला दुसरा एक राशी 
असतो, तो सुद्धा p आवण q च्या सवय मभल्याकंरता सत्य असतो; आवण अनुमानाचं्या तत्त्वानुंसार मभळ 
राशीमधभन हा िाग टाकभ न उरलेला िाग प्रवतपादन करणे आपल्याला शक्य होते. हे वणयन काहीसे अमभतय 
आहे, म्हणभन उदाहरणानंी स्पष्ट केले पावहजे. 

 
Principia Mathematica मध्ये माडंलेली वनगमनाची आकावरक (Formal) तत्त्व ेआपणाला मावहती 

आहेत असे गृहीत धरू. (श्री. वनकोड यानंी याचंा संके्षप एकापयंत केला आहे पण ते फार स्क्लष्ट असल्यामुळे 
आपण पाचापंासभनच सुरुवात करू.) ही पाच प्रववधाने पुढीलप्रमाणे आहेत:— 
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(१) “p ककवा p” मध्ये अविपे्रत p— म्हणजे जर p सत्य असेल ककवा p सत्य असेल, तर p सत्य 
असते. 
 

(२) q मध्ये अविपे्रत “p ककवा q”— म्हणजे ववकल्पापंकैी ज्यावळेी एक सत्य असते त्यावळेी “p 
ककवा q” हे ववकल्पन सत्य असते. 
 

(३) “p ककवा q” मध्ये अविपे्रत “q ककवा p”. जर आपल्याकडे तत्त्वतः अवधक पवरपभणय प्रतीके 
असती तर याची आवश्यकता पडली नसती. कारण ववकल्पनाच्या संबोधामध्ये क्रमाचा अंतिाव झालेला 
नसतो. त्यामुळे “p ककवा q” आवण “q ककवा p” हे एकरूपच ठरतात. पण आपल्या प्रतीकामंध्ये कोणतेही 
सोईस्कर स्वरूप घेतले तरी काही एक क्रम राहणे अटळ आहे. त्यामुळे क्रम महत्त्वाचा नाही हे 
सागंण्यासाठी आपल्याला योग्य अशी गृहीते लागतात. 
 

(४) जर p सत्य असेल ककवा “q ककवा r” सत्य असेल तर q सत्य असते ककवा “p ककवा r” सत्य 
असते. या प्रववधानातील अदलाबदलीमुळे त्याचे वनगमनप्रवक्रयेतील त्याचे सामर्थयय वाढते. 

 
(५) जर q मध्ये अविपे्रत r तर “p ककवा q” मध्ये अविपे्रत “p ककवा r”. ही, पाच तत्त्व ेम्हणजे 

Principia mathematica मध्ये वापरलेली वनगमनाची आकावरक तत्त्व ेहोत. वनगमनाच्या आकावरक तत्त्वाचें 
दुहेरी उपयोग असतात. आवण हेच स्पष्ट करण्याकरता आपण वरील पाच प्रववधाने उद धृत केली आहेत. 
त्याचा एक उपयोग, अनुमानातील पक्षववधान म्हणभन होतो आवण दुसरा उपयोग, पक्षववधानामंध्ये वनष्ट्कषय 
अविपे्रत असतो हे प्रस्थावपत करण्याकरता म्हणभन होतो. अनुमानाच्या माडंणीमध्ये आपल्याजवळ p हे 
प्रववधान आवण “p मध्ये अविपे्रत q”, हे प्रववधान असते; त्यावरून आपण q अनुमावनत करतो; आता ज्या 
वळेी आपण वनगमनाच्या तत्त्वाचंा ववचार करतो, त्या वळेी आपल्या आवद प्रववधानाचं्या सामग्रीमध्ये आपल्या 
अनुमानातील, p आवण “p मध्ये अविपे्रत q” ह्या दोन्हींचा अंतिाव असला पावहजे. म्हणजे असे की, 
ववगमनाचे जे वनयम आपण वापरणार, त्याचंा उपयोग “p मध्ये अविपे्रत q” हे प्रस्थावपत करणे इतकाच, 
केवळ रनयम म्हणभनच न होता, आपल्या माडंणीत जसे p हे पभवयपक्ष म्हणभन येते तसे महत्त्वपभणय पक्ष म्हणभनही 
ते याव ेअशीही अपेक्षा आहे. [पृ. १५०] 

 
समजा, उदाहरणाथय, जर p मध्ये अविपे्रत q असता q मध्ये अविपे्रत r असेल, तर p मध्ये अविपे्रत r 

असे वमळते, असे आपल्याला वसद्ध करता याव.े ज्यात अविपे्रतता अंतिभयत आहे असा हा तीन प्रववधानामंधील 
संबंध आहे. 

 
p1 = p मध्ये अविपे्रत q, p2 = q मध्ये अविपे्रत r, आवण p3 = p मध्ये अविपे्रत r, असे वलहा. मग p1 

मध्ये अविपे्रत (p2 मध्ये अविपे्रत p3) असे आपल्याला वसद्ध करावयाचे आहे. आता आपल्या वरील तत्त्वापंकैी 
पाचव ेघ्या, p ऐवजी न–p वलहा, आवण व्याख्येनुसार “न–p ककवा q” म्हणजेच “p मध्ये अविपे्रत q” हे 
लक्षात ठेवा. याप्रमाणे पाचव्या तत्त्वावरून आपल्याला पढुील वनष्ट्कषय वमळेल. 

 
“जर q मध्ये अविपे्रत r, तर ‘p मध्ये अविपे्रत q’ मध्ये अविपे्रत ‘p मध्ये अविपे्रत r’ ”, म्हणजे “p2 

मध्ये अविपे्रत (p1 मध्ये अविपे्रत p3)”. ह्या प्रववधानाला A म्हणा. 
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p आवण q ऐवजी न –p आवण न–q घातल्यावर— अविपे्रततेची व्याख्या लक्षात ठेवा– आपले चौथे 
तत्त्व असे होते: 

 
“जर p मध्ये अविपे्रत (q मध्ये अविपे्रत r), तर q मध्ये अविपे्रत (p मध्ये अविपे्रत r)”. यात p ऐवजी 

p2, q ऐवजी p1 आवण r ऐवजी p3 वलहभन हे पढुीलप्रमाणे होईल: 
 
“जर p2 मध्ये अविपे्रत (p1 मध्ये अविपे्रत p3), तर p1 मध्ये अविपे्रत (p1 मध्ये अविपे्रत p3). याला B 

म्हणा. 
 
आता आपल्या पाचव्या तत्त्वाच्या साह्याने आपण असे वसद्ध केले की, [पृ. १५१] 
 
“p2 मध्ये अविपे्रत (p1 मध्ये अविपे्रत p3)”. यालाच आपण A म्हटले होते. 

 
याप्रमाणे आपल्याकडे अनुमानाच्या माडंणीचे उदाहरण झाले. कारण आपल्या योजनेतील p 

म्हणजे A आवण “p मध्ये अविपे्रत q” म्हणजै B. म्हणभन आपण q पयंत म्हणजेच, 
 
“p1 मध्ये अविपे्रत (p2 मध्ये अविपे्रत p3)”, पयंत पोचलो. आवण हेच प्रववधान वसद्ध करावयाचे होते. 

या वसद्धतेमध्ये ज्यामुळे A हे प्रववधान वमळाले, त्या आपल्या पाचव्या तत्त्वाचे रूपातंर मभलिभत पक्षववधान 
म्हणभन प्रत्ययास आले; तर ज्यापासभन B हे प्रववधान वमळाले त्या आपल्या चवर्थया तत्त्वाच्या रूपातंराचा 
उपयोग अनुमानाचा आकाि घडवण्यास झाला. वनगमनमीमासेंमध्ये पक्षववधानाचंा आकावरक आवण 
वास्तववक वापर हे एकमेकात कमालीचे गंुतले आहेत. आवण जर ते तत्त्वतः विन्न असल्याचे आपल्याला 
पटले असेल तर ते वगेळे ठेवणे फारसे महत्त्वाचे नाही. 

 
पक्षववधानापासभन नवीन वनष्ट्कषांपयंत पोचण्याची फार पभवीची पद्धत वरील वनगमनात वणयन केली 

आहे; पण वतलाच वनगमन म्हणणे वततकेसे बरोबर होणार नाही. आवद प्रववधाने, मग ती काहीही असोत, ही 
त्यामंध्ये येणाऱ्या p, q, r या चल प्रववधानाचं्या सवय सिंाव्य मभल्याकंरता प्रवतपावदत केली आहेत असे मानले 
पावहजे. म्हणभन आपण (समजा) p करता, ज्याचे मभल्य नेहमीच एक प्रववधान आहे असा कोणताही राशी 
वलहभ शकतो; उदाहरणाथय, न – p, s मध्ये अविपे्रत t, इत्यादी. या मागाने खरे म्हणजे आपण आपल्या मभळ 
प्रववधानाचें ववशषे प्रकारच वमळवीत असतो, पण व्यावहावरक दृष्ट्ट्या, मात्र नवीन प्रववधाने वमळवीत असतो. 
या प्रकारचा बदल करण्याच्या वैधतेची आपण अनुमानाच्या अनाकवरक तत्त्वाचं्या साह्याने खात्री करून 
घेतली पावहजे. [ले. टी. : अशा तऱ्हेने कोणतेही तत्त्व Principia Mathematica मध्ये ककवा M. Nicod च्या वर उल्लवेखलेल्या लेखामध्ये 
माडंलेले नाही. पण हे बहुधा राहभन गेलेले असावे.] 

 
वरील पाच तत्त्वाचंा सकें्षप M. Nicod ने अनुमानाच्या ज्या एका आकावरक तत्त्वामध्ये केला आहे, ते 

तत्त्व आता आपण माडंभ . या उदे्दशासाठी प्रथम आपण एखादे सत्यताफल अननुरूपतेच्या रूपात कसे 
व्याख्यात करता येते ते दाखवभ. 

 
p | (q/r) म्हणजे “p मध्ये अविपे्रत q”  
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हे आपण आधीच पावहले आहे. आता हे पहा की– 
 
p | (q/r) म्हणजे “p मध्ये अविपे्रत q आवण r दोन्ही” होय. कारण या राशीचा अथय, “p हे, q आवण 

r याचं्या अननुरूपतेशी अननुरूप आहे.” म्हणजेच “p मध्ये असे अविपे्रत आहे की q आवण r अननुरूप 
नाहीत.” म्हणजेच “p मध्ये असे अविपे्रत आहे की q आवण r दोन्ही सत्य आहेत” असा होतो. कारण आपण 
पावहल्याप्रमाणे q आवण r ह्याचें संयोजन त्याचं्या अननुरूपतेचे नकरण असते. [पृ. १५२] 

 
नंतर असे पहा की, t | (t/t) म्हणजे “t स्वतः मध्ये अविपे्रत”. हा p | (q/q) चा ववशषे प्रकार आहे. 
 
p च्या नकरणासाठी आपण p वलहभ; म्हणजे मग p / s चा अथय p/s चे नकरण म्हणजेच p आवण s चे 

संयोजन असा होईल. यावरून (s / q) | p/s, म्हणजे s/q ची, p आवण s च्या सयंोजनाशी अननुरूपता 
असल्याचे वमळते; दुसऱ्या शब्दातं, याचा अथय जर p आवण s दोन्ही सत्य असतील तर s / q असत्य असते. 
म्हणजे s आवण q दोन्ही सत्य असतील; आणखी सोप्या शब्दातं, त्याने हेच असे प्रवतपादन होते की p आवण 
s हे एकवत्रतपणे, s आवण q एकवत्रत अविपे्रत करतात. आता, 

 
P = p | (q / r) 
π = t | (t / t), 
Q = (s/q) | p/s, 

वलहा. मग वनकोडचे एकमेव आकावरक वनगमन तत्त्व 
P | (π /Q). 

होय; वनराळ्या शब्दातं P मध्ये π आवण Q दोन्ही अविपे्रत असतात. 
 

याव्यवतवरक्त तो जावतमीमासेंमधील आणखी एका अनौपचावरक तत्त्वाचा वापर करतो. (आपल्याला 
त्याची कचता करावयाचे कारण नाही.) तसेच p वदले असता आवण p मध्ये अविपे्रत q वदले असता, आपण q 
प्रवतपादन करू शकतो, यासारख्या आणखी एका तत्त्वाचाही तो वापर करतो. ते तत्त्व असे: 

 
“जर p | (r/q) सत्य असेल, आवण p सत्य असेल, तर q सत्य असते”. ह्या सामग्रीवरून 

वनगमनाची सपंभणय मीमासंा वमळते. याला अपवाद म्हणजे, “प्रववधान फलाचं्या” सावयवत्रक सत्यत्वापासभन 
ककवा सत्यत्वापयंत, करावयाच्या वनगमनाचा ववचार. हा ववचार आपण पुढच्या प्रकरणात करू.  

 
मला असे वाटते की ज्या प्रववधानामुंळे अनुमान सप्रमाण होते अशा प्रववधानामंधील संबधंावंवषयी 

काही लेखकाचं्या मनात गोंधळ आहे. p वरून q चे अनुमान करणे सप्रमार् ठरण्याकरता, p सत्य असले 
पावहजे आवण “न–p, ककवा q” सत्य असले पावहजे, इतकेच केवळ आवश्यक आहे. ज्या वळेी असे असेल, 
त्या वळेी q सत्य असणारच हे उघड आहे पण “न–p ककवा q” हे प्रववधान न–p च्या ककवा q च्या ज्ञानापेक्षा 
इतर मागांनी ज्ञात झालेले असेल, तरच खरोखर अनुमान वमळभ शकेल. ज्या वळेी p असत्य असेल त्या वळेी 
“न–p ककवा q” सत्य असतेच, पण ज्या अनुमानाला p सत्य असणे आवश्यक असते त्याच्या दृष्टीने हे 
वनरुपयोगी आहे. ज्या वळेी q सत्य असल्याचे मावहतीच असेल, त्या वळेी “न–p ककवा q” हेही सत्य 
असल्याचे अथातच मावहती होईल, पण पुन्हा अनुमानाच्या दृष्टीने वनरुपयोगीच, कारण q आधीच मावहती 
आहे आवण त्यामुळे ते पुन्हा वनराळे अनुमावनत करण्याची आवश्यकता नाही. खरे म्हणजे ज्या वळेी “न–p 
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ककवा q” हे ववकल्पन त्याच्या दोन ववकल्पापंकैी कोणामुळे सत्य होत आहे हे आपल्याला समजण्यावशवायच 
(इतर मागांनी) मावहती होत असेल तरच इष्ट अनुमान उद िवते. आता ज्या पवरस्स्थतीत हे उद िवते, ती 
पवरस्स्थती म्हणजे p आवण q ह्याचं्यामध्ये अस्स्तत्वात असलेले वववशष्ट प्रकारचे संबधं होत. उदाहरणाथय, जर 
r मध्ये s चे नकरण अविपे्रत आहे असे आपल्याला मावहती असेल तर s मध्ये r चे नकरण अविपे्रत असते. “r 
मध्ये अविपे्रत न–s” आवण “s मध्ये अविपे्रत न–r “ ह्या दोहोंमध्ये, एक आकावरक सबंधं असतो. त्यामुळेच 
यातले पवहले असत्य आहे हे मावहती झाल्यावशवायच ककवा दुसरे सत्य आहे हेही मावहती झाल्यावशवायच, 
पवहल्यामध्ये दुसरे अविपे्रत आहे हे जार्रे् आपल्याला शक्य होते. अशाच पवरस्स्थतीमध्ये अनुमाने 
काढण्याकरता अविपे्रतता– संबंध, व्यावहावरक दृष्ट्ट्या, उपयोगी ठरतात. [पृ. १५३] 

 
पण पक्षववधान असत्य आहे ककवा वनष्ट्कषय सत्य आहे हे जाणभन घेण्यापुरताच हा रचनात्मक संबधं 

लागेल. अनुमानाच्या सप्रमार्तेसाठी काही लागत असेल तर “न − p ककवा q” याचे सत्यत्व होय; आणखी 
काही जे लागत असेल तर ते फक्त अनुमान व्यावहावरकरीत्या साध्य करण्यासाठीच लागते. प्रा. लेववस (C. 
I. Lewis) [Mind, vol. xxi, १९१२ प.ृ५२२-५३१ आवण vol. xxii,१९१४ प.ृ २४०-२४७ पाहा.] याने अवधक मयावदत आकावरक 
संबंधाचा ववशषे अभ्यास केला आहे; त्याला आपण “आकावरक वनगमशीलता (Formal Deducibility)” 
असे म्हणभ. त्याचा असा आग्रह आहे की, “न − p ककवा q” ने व्यक्त केलेल्या व्यापक सबंधंाला “अविपे्रतता” 
म्हणता कामा नये. अथात हे केवळ शास्ब्दक आहे. जोवर आपला शब्दाचंा वापर सुसगंत आहे तोवर आपण 
त्याचं्या व्याख्या कशा करतो हे फारसे महत्त्वाचे नाही. मी ज्या मीमासेंची ववकली करत आहे, आवण प्रा. 
लेववस ज्या मीमासेंची ववकली करत आहेत, त्यातंील फरकाच्या दृष्टीने महत्त्वाचा मुद्दा असा: त्याचें म्हणणे 
असे, की ज्या वळेी q हे एक प्रववधान दुसऱ्या एकाद्या p पासभन “आकावरकपणे वनगवमत” करता येते त्या 
वळेी त्याचं्यामधील जो संबधं आपल्याला जाणवतो त्याला “काटेकोर अविपे्रता (Strict implication)” 
म्हणाव;े हा संबधं म्हणजे “न–p ककवा q” ने व्यक्त केलेला संबधं नसभन अवधक सकुंवचत ककवा मयावदत 
अथाचा सबंंध आहे. आवण ज्या वळेी p आवण q मध्ये काही एक आकावरक अनुसंधान असेल त्याचवळेी तो 
अस्स्तत्वात असतो. माझे म्हणणे असे की तो म्हणतो त्याप्रमाणे संबधं असेल ककवा नसेल, त्याची गवणताला 
कोणतीही आवश्यकता नाही; आवण म्हणभन साधारण काटकसर म्हणभन मभलिभत कल्पनाचं्या आपल्या 
सामग्रीमध्ये त्याला प्रवशे देता कामा नये. ज्या वळेी दोन प्रववधानामंध्ये “आकावरक वनगमनशीलतेचा” सबंधं 
असतो त्या वळेी, आपल्याला असे वदसभन येईल की एकतर पवहले असत्य असते ककवा दुसरे सत्य असते, 
आवण ह्या गोष्टीपवलकडे आणखी कशालाही आपल्या पक्षववधानामध्ये प्रवशे देण्याची आवश्यकता नाही. 
आवण शवेटी, मी माडंलेल्या दृवष्टकोनाच्या ववरुद्ध प्रा. लेववस यानंी जी कारणे तपवशलात माडंली आहेत 
त्याचंा समाचार तपवशलाने घेता येईल आवण जो दृवष्टकोण मी त्याज्य मानला आहे त्यावरच ती सवय कारणे 
आपल्या अस्स्तत्वासाठी नकळत अवलंबभन आहेत. म्हणभन माझा वनणयय असा की, सत्यताफलाच्या रूपात 
व्यक्त करता येत नसेल अशा, अविपे्रततेच्या कोणत्याही स्वरूपातील मभलिभत कल्पनेला प्रवशे देण्याची 
आवश्यकता नाही. [पृ. १५४] 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण १५ वे 
 

प्रणवधानफले 
 
ज्या वळेी मागच्या प्रकरणामध्ये आपण प्रववधानाववषयी चचा करत होतो, त्या वळेी ‘प्रववधान’ या 

शब्दाची व्याख्या देण्याचा आपण प्रयत्न केला नाही. पण ह्या शब्दाची जरी औपचावरकरीत्या व्याख्या करता 
येत नसली तरी त्याच्या अथाववषयी काहीतरी बोलणे आवश्यक आहे; कारण प्रस्तुत प्रकरणामध्ये, 
“प्रववधानफलाच्या” ववषयी उद िवणारा गोंधळ टाळला पावहजे. [पृ. १५५] 

 
आपल्या मते “प्रववधान” म्हणजे प्रामुख्याने, ज्याने व्यक्त केलेला ववचार एकतर सत्य ककवा असत्य 

असेल असा शब्दाचंा एक समभह होय. मी “प्रामुख्याने” असे म्हणतो याचे कारण, शास्ब्दक प्रतीकाहंभन ज्यानंा 
प्रतीकात्मक स्वरूप असेल असे, नुसते ववचारही वगळण्याची माझी इच्छा नाही. पण मला असे वाटते की 
“प्रववधान” हा शब्द, काही एका अथाने ज्याला प्रतीके म्हणता येईल त्याचं्यापुरता, तसेच ज्या प्रतीकानंी 
सत्यत्व आवण असत्यत्व व्यक्त होईल त्याचं्यापरुताच मयावदत ठेवला पावहजे. तेव्हा “2 आवण 2 = 4” आले 
“2 + 2 = 5” ही प्रववधाने होतील. तसेच “सॉके्रवटस मनुष्ट्य आहे” आवण “सॉके्रवटस मनुष्ट्य नाही.” हीही 
प्रववधाने होतील. a आवण b ह्या कोणत्याही सखं्या असल्या तरी (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 हे ववधान 
प्रववधान आहे; पण केवळ “( a + b)2 = a2 + 2ab + b2” हे सभत्र प्रववधान नाही, कारण त्यावर a आवण b 
ला कोणतीही मभल्ये चालतील की नाही, ककवा त्यानंा अशी अशी मभल्ये आहेत की नाही, हे आपल्याला 
सावंगतलेले नाही, ककवा आपणच गृहीत धरले तरी चालेल काय हेही मावहती नाही. यातील पवहले, 
गवणतामधील सभत्रामंध्ये अध्याहृत असाव,े असा वनयम आहे. आवण त्यामुळे ती प्रववधाने होतात. पण अशा 
तऱ्हेचे काहीही गहृीत धरले नसेल तर ती सभते्र “प्रववधानफले” होतील. खरे म्हणजे ज्या वाक्यात एक ककवा 
अवधक अववज्ञात घटक असतात, आवण त्यानंा मभल्ये वदल्यानंतर जे प्रववधान बनते अशा वाक्यानंा 
“प्रववधानफले” म्हणतात. दुसऱ्या शब्दातं, ज्याची मभल्ये प्रववधाने आहेत असे ते एक फलच आहे. पण ही 
नंतरची व्याख्या काळजीपभवयक वापरली पावहजे. एखादे वणयनात्मक फल उदा.− “श्री. क्ष याचं्या गवणताच्या 
पसु्तकातील, सवात अवघड प्रमेय” हे, त्याची मभल्ये जरी प्रववधाने असली तरी प्रववधानफल नव्हे. पण अशा 
प्रकारात प्रववधानाचें केवळ वणयन करतात. प्रववधानफलामध्ये मभल्ये घातल्यास प्रववधान प्रत्यक्षात प्ररतपारदत 
झाले पावहजे. [पृ. १५६] 
 

प्रववधानफलाचंी उदाहरणे देणे सोपे आहे. “x हा मनुष्ट्यप्राणी आहे” हे एक प्रववधानफल आहे; 
जोवर x अववज्ञात राहील तोवर ते सत्यही नसते वा असत्यही नसते पण ज्या वळेी एखादे मभल्य x ला वदले 
जाते त्या वळेी ते सत्य ककवा असत्य प्रववधान बनते. गवणतामधील कोणतेही समीकरण हे प्रववधानफलच 
असते. जोवर त्यातील चलानंा वववशष्ट मभल्ये नसतात तोवर ते समीकरण म्हणजे, सत्य ककवा असत्य 
प्रववधान वनवितपणे ठरण्याची वाट पहाणारा एक राशी असतो. त्या समीकरणात एकच एक चल असेल त्या 
वळेी चलाची ककमत समीकरणाच्या बीजाएवढी केली तर ते सत्य बनते, नाहीतर ते असत्य बनते; पण जर 
ते “वनत्यसमीकरण” असेल तर चलाच्या जागी कोणतीही संख्या असली तरी ते सत्यच राहील. प्रतलातील 
वक्राचे ककवा अवकाशातील पृष्ठाचे समीकरण हे एक प्रववधानफल होय. ते वक्रावरील ककवा पृष्ठावरील 
कबदभंच्या सहवनदेशकाचं्या मभल्याकंरता सत्य आवण इतर मभल्याकरता असत्य असते. पारंपवरक 
तकय शास्त्रातील “सवय A, B आहेत” असले राशी प्रववधानफलेच होत. असे राशी सत्य ककवा असत्य 
ठरण्यापभवी A आवण B हे वगय वनवित झाले पावहजेत. 
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“प्रकार (Cases)” ककवा “प्रसंग (Instances)” याचंी कल्पना प्रववधानफलावंर अवलंबभन आहे. 
उदाहरणाथय, वजला “सामान्यीकरण” असे म्हणतात वतने सभवचत केलेली प्रवक्रया घेऊ, आवण अगदी 
प्राथवमक असे एखादे उदाहरण घेऊ. समजा “ववजेमागोमाग गडगडाट होतो”. आपल्याला असले पुष्ट्कळ 
प्रसंग मावहती आहेत. म्हणजे अशी आपल्या जवळ वकत्येक ववधाने आहेत: “वीज चमकभ न जात आहे आवण 
मागाहभन गडगडाट होत आहे”. ह्या घटना कशाची उदाहरणे आहेत? त्या पढुील प्रववधानफलाची उदाहरणे 
होत: “जर x म्हणजे ववजेचे चमकणे असेल; तर x मागोमाग गडगडाट होतो”. सामान्यीकरणाच्या 
प्रवक्रयेमध्ये (सुदैवाने वतच्या सयुवक्तकपणाबद्दल आपल्याला ववचार करण्याचे कारण नसते) अशा अनेक 
उदाहरणामंधभन प्रववधानफलाच्या सावणरत्रक (Universal) सत्यतेकडे जातात: “जर x म्हणजे ववजेचे 
चमकणे असेल तर x मागोमाग गडगडाट होतो”. ज्या वळेी आपण प्रसगं ककवा प्रकार ककवा उदाहरणे 
याचं्याबद्दल बोलभ  त्या वळेी याच पद्धतीने प्रववधानफलाचंा अंतिाव होतो, हे वदसभन येईल. [पृ. १५७] 

 
“प्रववधान फल म्हणजे काय हा प्रश्न ववचारण्याचे ककवा त्याचे उत्तर देण्याचे प्रयत्न करण्याचे 

आपल्याला कारण नाही. प्रववधानफल म्हणजे अथय िरण्याकरता असलेली केवळ एक माडंणी ककवा एखादे 
कवच ककवा एखादे वरकामे पात्र होय. आरंिापासभनच त्याला अथय असतो असे नन्हे. प्रववधानफलाचंा ववचार 
स्थभलमानाने आपल्याला दोन प्रकारे करावयाचा आहे: पवहला म्हणजे “सवय प्रकारातं सत्य” आवण “काही 
प्रकारातं सत्य”. दुसरा म्हणजे, वगय आवण सबंधं ह्याचं्या मीमासेंत अतंिभयत असलेली प्रववधानाफले. ह्यातला 
दुसरा ववषय आपण पढुच्या एका प्रकरणावर सोपवभ. पवहल्याचा ववचार मात्र आताच केला पावहजे. 

 
ज्या वळेेला आपण असे म्हणतो की काही एक गोष्ट “सदैव सत्य असते” ककवा “सवय प्रकारात सत्य 

असते”, तेव्हा यात अतंिभयत असलेली बाब प्रववधान असभ शकणार नाही हे उघड असते. प्रववधान म्हणजे 
केवळ सत्य ककवा असत्य; यापेक्षा वनराळा ववचार नाही. “सॉके्रवटस हा मनुष्ट्य आहे” ककवा “नेपोवलयन सेंट 
हेलेना येथे मेला” याची आणखी उदाहरणे ककवा प्रकार नाहीत. ही प्रववधाने आहेत आवण “सवय प्रकारात” 
ती सत्य आहेत असे म्हणणे वनरथयक आहे. हा वाक्प्रयोग फक्त प्रववधानफलानंा लागभ असतो. उदाहरणाथय, 
काययकारणपरंपरेचा ववचार करताना ज्या प्रकारच्या गोष्टीची चचा करतात ती पहा. (जे म्हटले गेले असेल 
त्याच्या सत्यासत्यतेववषयी आपल्याला कचता करण्याचे कारण नाही. आपल्याला फक्त त्याच्या तार्मकक 
ववश्लेषणाचा ववचार करावयाचा आहे.) प्रत्येक प्रसंगी A च्या पाठोपाठ B येते असे आपल्याला सागंण्यात 
आले आहे. जर A चे काही “प्रसगं” घडत असतील तर, A म्हणजे काही एक सवयसामान्य कल्पना असेल. 
मग त्याच्या सबंधंात “x1, हा A आहे”, “x2 हा A आहे.”, “x3 हा A आहे”, इत्यादी म्हणण्याला अथय राहील; 
येथे x1, x2, x3, वस्तुववशषे असभन परस्पराशंी समान नाहीत. उदाहरणाथय आपल्या ववजेबद्दलच्या पभवीच्या 
प्रकाराला हे लागभ आहे. आपण असे म्हणतो की वीज चमकण्यामागोमाग (A), गडगडाट होतो (B). पण 
ववजेचे चमकणे हे विन्न असभन सारखे नाहीत, तरीही त्याचं्यात चमकणे हा समान गुणधमय आहे. समान 
गुणधमय व्यक्त करण्याचा एकमेव मागय असा; उग्नेक वस्तभंमधील हा समान गुणधमय म्हणजे एक प्रववधानफल 
असभन, ज्या वळेी ह्या वस्तभंपैकी एखादी वस्तभ त्यातील चलाचे मभल्य म्हणभन घेतली असेल त्या वळेी ते सत्य 
ठरते. ह्यामध्ये सवय वस्तभ प्रववधानफलाच्या सत्यत्वाचे “प्रसंग ककवा उदाहरणे” होत− कारण प्रववधानफल 
स्वतः जरी सत्य ककवा असत्य नसले तरी, जर ते “सदैव सत्य” ककवा “सदैव असत्य” अशा प्रकारचे नसेल 
तर, काही प्रसंगात ते सत्य राहील आवण काही प्रसगंात असत्य राहील. आता पनु्हा आपल्या उदाहरणाकडे 
वळभ. प्रत्येक प्रसंगात A च्या मागोमाग B घडते, असे ज्या वळेी आपण म्हणतो, त्या वळेी आपण असे मानतो 
की, x काहीही असो, x जर A असेल तर त्या मागोमाग B घडणार; म्हणजे वववशष्ट प्रववधानफल हे “सदैव 
सत्य” असते असे आपण येथे प्रवतपादन करतो. [पृ. १५८] 
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ज्या वाक्यामध्ये “सवय”, “प्रत्येक”, “एक”, “वववशष्ट एक”, “काही” असे शब्द अतंिभयत असतात 
त्या वळेी त्याचंा अथय लावण्यासाठी प्रववधानफले लागतात. ज्या प्रकारे प्रववधानफले उद िवतात ते 
वरीलपैकी “सवय” आवण “काही” या दोन शब्दानंी स्पष्ट करता येतील. 

 
पभवीच्या ववश्लेषणातील प्रववधानफलावंवषयी करण्यासारख्या केवळ दोन गोष्टी आहेत. एक म्हणजे 

ते सवय प्रकारातं सत्य आहेत असे प्रवतपादन करणे, तर दुसरे म्हणजे ते वनदान एका, ककवा काही प्रकारातं 
(जरी आपण काही असे म्हटले तरी अनेक प्रकारच आहेत असे मात्र आपल्याला अपेवक्षत नाही) ते सत्य 
असल्याचे प्रवतपादन करणे. प्रववधानफलाच्या इतर सवय उपयोगाचंा सकें्षप दोन प्रकारातं करता येईल. 
एखादे प्रववधानफल “सवय प्रकारातं” ककवा “सदैव” (जरी आपण असे म्हटले तरी आपल्याला येथे 
कोणत्याही प्रकारे काळाचा वनदेश अपेवक्षत नाही) सत्य आहे असे ज्या वळेी आपण म्हणतो, त्या वळेी त्याची 
सवय मभल्ये सत्य आहेत असे आपले म्हणणे असते. जर “∅x” हे फल असेल आवण a ही “∅x” करता योग्य 
अशा जातीची वस्तभ असेल, तर a कसाही जरी वनवडला तरी ∅a सत्यच असेल. उदाहरणाथय “जर a 
मनुष्ट्यप्राणी असेल तर a मत्यय असतो “ हे ववधान, a ही वस्तभ मनुष्ट्यप्राणी असो वा नसो, सत्य असणारच; 
खरे म्हणजे ह्या पद्धतीचे प्रत्येक प्रववधान सत्य असणार तेव्हा “जर x मनुष्ट्यप्राणी असेल तर x मत्यय असतो” 
हे प्रववधानफल “नेहमीच सत्य” ‘ककवा “सवय प्रकारात सत्य” असते. ककवा “एककशगी प्रावण” नसतात हे 
ववधान, “x हा एककशगी नाही’ हे प्रववधानफल सवय प्रकारात सत्य असते” या ववधानासारखेच आहे. पभवीच्या 
प्रकरणातील प्रववधानासंंबंधीची प्रवतपादने उदा. “ ‘p ककवा q’ मध्ये अविपे्रत ‘q ककवा p’ “ही प्रवतपादने 
म्हणजे काही वववशष्ट प्रववधानफले, सवय प्रकारात सत्य असतात असे प्रवतपादन करण्यासारखीच आहेत, 
उदाहरणाथय वरील तत्त्व, कोणत्याही वववशष्ट p ककवा q करता सत्य असल्याचे आपण प्रवतपावदत नसतो, 
तर त्याच्याशी संबवंधत असलेल्या आवण त्याला ज्याच्यामुळे काही अथय येईल अशा कोर्त्याही p आवण q 
करता ते सत्य असते, असे प्रवतपादतो. वदलेल्या पक्षासाठी (Argument) फल सार्ण होणे ही अट त्याला त्या 
पक्षासाठी मभल्य– सत्य ककवा असत्य– असाव ेत्या अटीप्रमाणेच आहे. या साथयतेचा अभ्यास जावततत्त्वाचं्या 
ववषयात मोडतो. पण पभवीच्या प्रकरणात माडंलेल्या रूपरेषेपेक्षा, याचा अवधक पाठपरुावा आपण करणार 
नाही. [पृ. १५९] 

 
केवळ वनगमनाच्या तत्त्वांमध्येच नव्हे तर तकय शास्त्राच्या सवय मभलिभत तत्त्वामंध्ये-सुद्धा, काही वववशष्ट 

प्रववधाने सदैव सत्य असल्याचे प्रवतपावदलेले असते. असे जर नसते तर, तेथे ववशषे गोष्टी ककवा 
कल्पनाचंा-सॉके्रवटस ककवा रवक्तमा ककवा पभवय आवण पविम इत्यादी कशाचाही अंतिाव करावा लागला 
असता. आवण जी प्रवतपादने अशा एखाद्या बाबीसाठी ककवा कल्पनेसाठी सत्य आहेत पण दुसऱ्यासाठी 
नाहीत अशी प्रवतपादने तकय शास्त्राच्या कके्षत येत नाहीत हे उघड आहे. सवय प्रववधाने संपभणयतः व्यापक 
असल्याचे माडंणे म्हणजेच, ज्या प्रववधानफलामध्ये एकही स्स्थरपद नाही असे प्रववधान सदैव सत्य 
असल्याचे माडंणे. हा तकय शास्त्राच्या व्याख्येचा एक िाग आहे (अथात ती संपभणय व्याख्या नव्हे). ज्यात 
स्स्थरपदे मुळीच नाहीत अशा प्रववधानफलाचं्या वववचेनाकडे आपण आपल्या शवेटच्या प्रकरणात पुन्हा वळभ. 
तभतय प्रववधानफलाबंद्दल आपणास जी आणखी एक गोष्ट करावयाची आहे वतकडे वळभ. ही गोष्ट म्हणजे, जे 
“कधी कधी सत्य असते” म्हणजे वनदान एका प्रसंगात तरी सत्य असते, असे प्रवतपादन माडंणे.  

 
ज्या वळेी “मानव प्राणी अस्स्तत्वात आहे” असे आपण म्हणतो त्या वळेी त्याचा अथय, “x हा मनुष्ट्य 

आहे” हे प्रववधान फल कधी कधी सत्य असते असा होतो. “काही माणसे ग्रीक आहेत” असे ज्या वळेी आपण 
म्हणतो त्या वळेी त्याचा अथय “x हा मनुष्ट्य आहे आवण ग्रीक आहे” हे प्रववधान फल कधी कधी सत्य असते 
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असा होतो. “आवफ्रकेमध्ये नरिक्षक लोक अजभनही आहेत” असे ज्या वळेी आपण म्हणतो त्या वळेी त्याचा 
अथय “x हा आवफ्रकेतील आजचा नरिक्षक आहे” हे प्रववधानफल कधी कधी सत्य असते, म्हणजेच x च्या 
काही मभल्याकंरता सत्य असते, असा होतो. “जगामध्ये वनदान n व्यक्ती आहेत” असे म्हणणे हे “α हा 
व्यक्तींचा वगय असभन तो n ह्या प्रधानाकंाचा सदस्य आहे” हे प्रववधानफल कधी कधी सत्य असते असे 
म्हणण्यासारखे आहे; ककवा ते α च्या वववशष्ट मभल्यासंाठी सत्य आहे असेही आपण म्हणभ. कोणता चल घटक 
आपल्या प्रववधानफलाचा पक्ष म्हणभन आपण घेणार असल्याचे वनदेवशत करणे ज्या वळेी आवश्यक असेल त्या 
वळेी, कल्पना व्यक्त करण्याची ही पद्धत अवधक सोईची ठरते. उदाहरणाथय, वरील प्रववधानफल आपण 
थोडक्यात “α हा n व्यक्तींचा वगय आहे” असे वलहभ. त्यात α आवण n ही दोन चले आहेत. प्रववधानफलाचं्या 
िाषेत अनंताचा वसद्धातं असा: “ ‘जर n ही ववगामी सखं्या असेल तर α हा n वस्तुमात्राचंा वगय आहे हे 
म्हणणे, α च्या काही मभल्याकंरता सत्य असते’ हे प्रववधानफल n च्या सवय सिंाव्य मभल्यासंाठी सत्य असते”. 
येथे, “α हा n वस्तुमात्राचंा वगय आहे” असे एक दुय्यम फल आहे. ते α च्या सबंधंात कधी कधी सत्य असते; 
आवण n ही ववगामी सखं्या असता हे घडते, हे प्रवतपादन, n च्या संबधंात नेहमी सत्य असते. [पृ. १६०] 

 
∅x हे फल नेहमी सत्य असते हे ववधान न–∅x हे कधीकधी सत्य असते ह्या ववधानाचे नकरण होय, 

आवण ∅x हे कधीकधी सत्य असते हे ववधात न–∅x सदैव सत्य असते ह्या ववधानाचें नकरण होय. तेव्हा 
“सवय मनुष्ट्य मत्यय आहेत” हे ववधान “x हा अमत्यय मानव आहे” हे फल कधीकधी सत्य असते ह्या ववधानाचे 
नकरण होय आवण “एककशगी प्राणी अस्स्तत्वात आहेत” हे ववधान “x हा एककशगी नाही” हे फल सदैव सत्य 
असते याचे नकरण होय. [ले. टी. : वनगमनाची पद्धत Principia Mathematica vol. i, ❋ 9 मध्ये वदली आहे.] ज्या वळेी न – ∅x 
हे नेहमी सत्य असते त्या वळेी ∅x, “कधीही सत्य नसते” ककवा “नेहमी असत्य असते” असे आपण म्हणतो. 
आपली इच्छा असेल त्याप्रमाणे “नेहमी ककवा सदैव,” आवण “कधीकधी,” या जोडीतील कोणतेही एक, 
आपण आवदकल्पना म्हणभन वनवडभन, उरलेल्याची व्याख्या त्याच्या व त्याच्या नकरणाच्या रूपात करू 
शकतो. म्हणजे, जर “कधीकधी” ही आपली आवदकल्पना म्हणभन आपण घेतली तर आपण अशी व्याख्या 
करू शकतो:  

 
“‘∅x हे सदैव सत्य आहे’ याचा अथय ‘न − ∅x हे कधीकधी सत्य असते, हे असत्य आहे’ असा 

करावा”. [ले. टी. : िाषेच्या सोयीसाठी एकवचन ककवा अनेकवचन सभवचत करण्याचे टाळण्याकरता “∅x कधीकधी” ककवा “∅x कधी कधी 

सत्य असते” असे म्हणण्यापेक्षा “∅x हे नेहमीच असत्य नसते” असे म्हणणे बहुधा सोईचे होईल.] पण जावतमीमासेंशी सबंवंधत 
कारणाकंरता “सदैव,” “कधीकधी” हे दोन्ही सबंोध, आवदकल्पना म्हणभन घेणे आवण ते ज्याचं्यात 
उद िवतात त्या प्रववधानाचं्या नकरणाचंी व्याख्या त्याचं्या साह्याने करणे हे अवधक बरोबर. म्हणजे असे की, 
ज्या प्रववधानामंध्ये x आहे अशा प्रकारच्या प्रववधानाचं्या नकरणाचंी व्याख्या आधीच केली आहे, (ककवा ती 
आवदकल्पना म्हणभन स्वीकारली आहे) असे म्हणभन आपण पढुील व्याख्या करू: “ ‘∅x सदैव’ ह्याचे नकरण 
‘न–∅x कधीकधी’ आवण ‘∅x कधीकधी’ चे नकरण ‘न–∅x सदैव”' ह्याच रीतीने, ज्यात चले उघडपणे 
आली आहेत अशा प्रववधानानंा लागभ करता येईल, अशा पद्धतीने ववकल्पन, आवण बाकीची सत्यताफले, 
ज्यातं प्रत्यक्ष एकही चल नाही अशा प्रववधानाचं्या, आवदकल्पनाचं्या आवण व्याख्याचं्या रूपात पुनयव्याख्यात 
करता येतील. ज्यात चले उघडपणे आलेली नसतील अशा प्रववधानानंा “प्राथवमक प्रववधाने” म्हणतात. 
त्याचं्यापासभन क्रमाक्रमाने चढत, आतापयंत वनदेवशलेल्या पद्धतींनी, ज्यातं एक, दोन, तीन चले, ककवा (n 
ही कोणतीही सखं्या वदली असता) n पयंत वकतीही, चले आहेत अशा प्रववधानानंा लागभ पडतील अशा 
सत्यताफलाचं्या मीमासेंपयंत आपण जाऊ शकभ . [पृ. १६१] 
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पारंपवरक आकावरक तकय शास्त्रात ज्या रचना साध्या म्हणभन घेतल्या जातात त्या, साधेपणापासभन 
फार दभर असत आवण त्या सवात, संयुक्त (Compound) प्रववधानफलाचं्या सवय मभल्याबंद्दलचे ककवा काही 
मभल्याबंद्दलचे प्रवतपादन अतंिभयत असे. सुरुवातीला, “सवय S, P असतात” हे घेऊ. आपण असे गहृीत धरू 
की, S ची व्याख्या ∅x या प्रववधानफलाने, आवण u. c. ची व्याख्या ∅x या ं प्रववधानफलाने केली आहे. 
उदाहरणाथय, जर S म्हणजे मानव असतील तर ∅x म्हणजे “x मनुष्ट्यप्राणी आहे”, असे होईल; जर P 
म्हणजे मत्यण असतील तर ∅x म्हणजे “x केव्हाना केव्हा मरणार” असे होईल. मग “सवय S, P असतात” चा 
अथय: “∅x मध्ये अविपे्रत ∅x हे सदैव सत्य असते”, असा होईल. जी पदे प्रत्यक्षात S मध्ये असतात त्यानंाच 
केवळ “सवय S, P असतात” हे लागभ पडते असे नव्हे, हे लक्षात घेतले पावहजे; जी पदे S मध्ये नसतात 
त्याचं्याबद्दलही ते काही सागंते. समजा S आहे की नाही याबद्दल आपणाला काहीही मावहती नाही असा 
एखादा x आपल्याला सापडला असे समजभ तरी, “सवय S, P असतात” हे आपले ववधान आपणाला x बद्दल 
काहीतरी सागंते. म्हणजे जि x, S असेल तर x, P असतो आवण हे x, S असता वजतके सत्य असते 
वततकेच x, S नसतानाही सत्य असते. जर तसे ते दोन्ही प्रकारात सारखेच सत्य नसते तर क्रमरवरुद्ध 
रसद्धता ही पडत सयुवक्तक ठरली नसती; कारण ज्या प्रकारात गृहीत असत्य असते (तसे ते मागाहभन ठरते) 
अशा अविपे्रतताचंा (Implication) उपयोग करणे हाच तर या पद्धतीचा ववशषे आहे. हेच आपण वनराळ्या 
पद्धतीने माडंभ . “सवय S, P असतात” हे जाणभन घेण्यासाठी S मध्ये कोणती पदे आहेत त्या सवांची जंत्री 
करणे आवश्यक नाही. S असणे म्हणजे काय आवण P असणे म्हणजे काय हे जर आपणास माहीत असेल 
तर “सवय S, P असतात” यामध्ये प्रत्यक्षतः काय माडंले आहे हे आपणाला संपभणयतः समजभ शकते; मग 
यातल्या कोणाबद्दलही आपल्याला वकतीही थोडी मावहती असली तरी चालेल. यावरून असे वदसते की 
“सवय S, P असतात” या ववधानाच्या दृष्टीने जी पदे प्रत्यक्षतः S असतात तीच केवळ महत्त्वाची असतात असे 
नव्हे तर ज्या पदाचं्या बाबतीत ती S असतात असे मानणे साथय ठरेल, तीही पदे महत्त्वाची असतात. 
म्हणजेच S असणारी सवय पदे आवण S नसणारी सुद्धा सवय पदे– म्हणजे उवचत अशी सपंभणय तार्मकक “जाती” 
होय. सवय बद्दलच्या ववधानानंा जे लागभ पडते तेच काही बद्दलच्या ववधानानंाही लागभ पडते. उदा. “मनुष्ट्य 
प्राणी अस्स्तत्वात आहे” चा अथय “x मनुष्ट्यप्राणी आहे” हे फल x च्या काही मभल्याकंरताच सत्य असते, असा 
होतो. येथे x ची सवण मभल्ये (म्हणजे ज्या मभल्याकंरता “x मनुष्ट्यप्राणी आहे” हे साथय ठरेल–सत्य ककवा 
असत्य असेल–ती सवय) महत्त्वाची आहेत. केवळ जी प्रत्यक्षतः मनुष्ट्यप्राणी आहेत तेवढीच नव्हेत. (अशा 
प्रकारचे ववधान असत्य असल्याचे आपण कसे वसद्ध करतो हे पावहले की हे उघड होईल.) तेव्हा “सवय” 
ककवा “काही” बद्दलच्या प्रत्येक प्रवतपादनामध्ये ज्या पक्षाकंरता एखादे फल सत्य होते तेवढ्याचंाच अतंिाव 
होतो असे नसभन ज्याचं्यामुळे ते साथय ठरते अशा सवांचा, म्हणजे ज्याचं्यामुळे त्याला सत्य ककवा असत्य 
यापंकैी एक मभल्य प्राप्त होते, अशा सवय पदाचंा अतंिाव होतो. [पृ. १६२] 
 

जुन्या पद्धतीच्या आकावरक तकय शास्त्राच्या पारंपवरक रूपाचं्या वववरणाकडे आता आपण वळभ. 
आपण असे गृहीत धरतो की ज्याचं्याकरता ∅x सत्य असते ती x पदे म्हणजे S, आवण ज्याचं्याकरता ψx 
सत्य असते ती पदे म्हणजे P. (सवय वगय याप्रमाणे प्रववधानफलापंासभन वमळतात हे आपण नंतरच्या प्रकरणात 
पाहणार आहोत.) मग: 

 
“सवय S, P असतात” म्हणजे “ ‘∅x मध्ये अविपे्रत ψx’ हे नेहमी सत्य असते”. 
 
“काही S, P असतात” म्हणजे “ ‘∅x आवण ψx’ कधीकधी सत्य असते”. “एकही S, P नसतो” 

म्हणजे, “ ‘॰x मध्ये अविपे्रत न– ψx’ हे नेहमी सत्य असते”. 
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“काही S, P नसतात” म्हणजे “ ‘∅x आवण न–ψx’ कधीकधी सत्य असते”. सवय ककवा काही 
मभल्याकंरता प्रवतपावदलेली प्रववधानफले ही स्वतः ∅x ककवा ψx नसतात, तर x ह्या एकाच पक्षाकरता ∅x 
आवण ψx ची सत्यताफले असतात हे लक्षात घ्याव.े अपेवक्षत त्या प्रकारच्या गोष्टीची कल्पना करण्याचा 
सवांत सोपा मागय म्हणजे ∅x आवण ψx अशा सामान्य अवस्थेपासभन आरंि न करता ∅a आवण ψa (येथे a हा 
एक स्स्थर आहे) पासभन आरंि करणे. समजा आपण सवय “मनुष्ट्य मत्यय आहेत” याचा ववचार करीत आहोत: 
आपण 

 
“जर सॉके्रवटस मनुष्ट्यप्राणी असेल तर सॉके्रवटस मत्यय आहे” ह्यापासभन सुरुवात करू आवण मग 

जेथे जेथे “सॉके्रवटस” येईल तेथे तेथे त्याच्या एवजी चल x वलवहले आहे असे मानभ. मुख्यतः जो उदे्दश 
साधावयाचा आहे तो असा: जरी x चल राहात असेल आवण त्याला वनवित असे मभल्य नसेल तरी, ज्या वळेी 
“∅x मध्ये अविपे्रत ψx” सदैव सत्य असते असे आपण प्रवतपादन करीत असभ, त्या वळेी x ला “∅x” मध्ये 
आवण “ψx” मध्ये तेच एक मभल्य असले पावहजे. हे साध्य करण्यासाठी आपल्याला अशा फलापासभन आरंि 
केला पावहजे की ज्याचे मभल्य ∅x आवण अशी स्वतंत्र फले नसभन “∅a मध्ये अविपे्रत ψa” अशा प्रकारचे 
राहील. कारण जर आपण दोन स्वतंत्र फलापंासभन आरंि केला तर x अववज्ञात राहात असता दोन्हींकडे 
त्याचे मभल्य एकच असेल याची खात्री देता येणार नाही. [पृ. १६३] 

 
“∅x मध्ये अविपे्रत ψx” सदैव सत्य असते, असे ज्या वळेी आपणास म्हणावयाचे असेल त्या वळेी 

संके्षपाने आपण “∅x मध्ये सदैव अविपे्रत ψx” असे म्हणभ. “∅x मध्ये सदैव अविपे्रत ψx”, अशा प्रकारच्या 
सवय प्रववधानानंा “आकावरक अविपे्रतता (Formal implication)” म्हणतात. ज्या वळेी अनेक चले असतात 
त्या वळेीही हेच नाव वापरतात. 
 

पारंपवरक तकय शास्त्र “सवय S, P असतात,” अशा ज्या प्रववधानापंासभन आरंि करते, ती प्रववधाने 
साधेपणापासभन वकती दभर आहेत ते वरील व्याख्यावंरून वदसभन येईल. पारंपवरक तकय शास्त्र “सवय S, P 
असतात” हे प्रववधान “x, P आहे” ह्या प्रकारचेच मानते. त्यात अतंिभयत असलेले वववचेन वकती कमी आहे 
याचा हा नमुनाच आहे. उदा. त्यात “सवय मनुष्ट्य मत्यय आहेत” हे “सॉके्रवटस मत्यय आहे” ह्या प्रकारचे 
मानतात. पवहले, “∅x मध्ये सदैव ψx अविपे्रत आहे” ह्या प्रकारचे आहे तर दुसरे “ψx” ह्या प्रकारचे आहे हे 
आताच आपण वर पावहले. ह्यामंध्ये िेद करण्यावर पेआनो आवण फे्रगे यानंी जो िर वदला तो प्रतीकात्मक 
तकय शास्त्राच्या प्रगतीच्या दृष्टीने फार मार्ममक होता. 

 
“सवय S, P आहेत” आवण “एकही S, P नाही” याचं्या रूपात, खरे म्हणजे फक्त ψx ऐवजी न–ψx 

वलवहले आहे इतके सोडले तर कोणताही फरक नाही हे वदसभन येईल; तसेच “काही S, P आहेत” आवण 
“काही S, न–P आहेत” याचं्याबद्दलही म्हणता येईल. “सवय S, P असतात” अशा प्रकारच्या प्रववधानामंध्ये 
S चे “अस्स्तत्व” अतंिभयत नाही, म्हणजे S असतील अशी पदे असावीत अशी त्यातं अपेक्षा नाही. हा दृवष्टकोण 
केवळ तावंत्रक दृष्ट्ट्या परवडण्यासारखा आहे; पण तो आपण स्वीकारल्यास संिाषणाचे पारंपवरक वनयम 
सदोष असल्याचे वदसभन येईल. वरील व्याख्याचंा पवरणाम असा होईल की जर ∅x नेहमी असत्य असेल, 
म्हणजे जर एकही S अस्स्तत्वात नसेल तर मग P काहीही असले तरी “सवय S, P असतात” आवण “एकही 
S, P नसतो” ही दोन्ही सत्य ठरतील. कारण मागच्या प्रकरणातील व्याख्येनुसार “∅x मध्ये अविपे्रत ψx” 
म्हणजे “न–∅x ककवा ψx” आवण जर न–∅x नेहमी सत्य असेल तर हेही नेहमी सत्य असते. प्रथमतः, ह्या 
वनष्ट्कषामुळे वनराळ्या व्याख्या करण्याकडे वाचकाची प्रवृत्ती होईल, पण थोड्ा व्यावहावरक अनुिवान्ती 
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इतर कोणत्याही व्याख्या गैरसोईच्या ठरतील आवण त्यामुळे महत्त्वाचे मुदे्द दुलय वक्षले जातात असे लगेच 
वदसभन येईल. “∅x मध्ये सदैव ψx अविपे्रत आहे, आवण ∅x कधी कधी सत्य आहे” हे प्रववधान वनवितच 
सयुंक्त आहे. “सवय S, P असतात” याची व्याख्या देणे फार वववचत्र होईल. कारण मग “∅x मध्ये सदैव ψx 
अविपे्रत असते” हे म्हणावयाला आपल्याला शब्द राहाणार नाहीत. आवण वरचे प्रववधान आपल्याला वजतके 
वळेा लागेल त्याच्या शकेडोपट हे आपल्याला लागेल. पण आपल्या व्याख्यामुंळे “सवय S, P असतात” मध्ये 
“काही S, P असतात” हे अविपे्रत ठरत नाही. कारण पवहल्यामध्ये S अस्स्तत्वात नसणे शक्य असते, तर 
तसे ते दुसऱ्यामध्ये नसते; तेव्हा योगायोगावर (Per accidens पर आस्क्सदाँ) अवलंबभन असणारे सिंाषण 
अप्रमाण ठरते आवण सवंवधानाचे (Syllogism) काही प्रकार ककवा सघंात (Mood) तकय दुष्ट ठरतात. उदा. 
जर M अस्स्तत्वातच नसेल तर “सवय M, S असतात, सवय M, P असतात, म्हणभन काही S, P असतात” हा 
गहहप्रहा (Darapti) संघात चुकीचा ठरेल. [पृ. १६४] 

 
“अस्स्तत्वाच्या” कल्पनेची वकत्येक रूपे आहेत. त्यापैकी एकाचा ववचार आपल्याला पढुच्या 

प्रकरणात करावयाचा आहे; पण त्याचे मभलिभत रूप म्हणजे “कधीकधी सत्य” पासभन लगेच वनगवमत करता 
येत असलेले रूप होय. ज्या वळेी ∅a सत्य असते त्या वळेी a हा ∅x ह्या फलाचे “समाधान” करतो असे 
आपण म्हणभ; एखाद्या समीकरणाची मुळे (Roots), त्या समीकरणाचे समाधान करतात असे जे आपण 
म्हणतो त्याच प्रकारची ही िभवमका आहे. आता ∅x कधीकधी सत्य असेल, तर हे सत्य राहील असे x 
असतात ककवा “∅x चे समाधान करणारे पक्ष अस्स्तत्वात” असतात असे आपण म्हणभ. “अस्स्तत्व” ह्या 
शब्दाचा हा मभलिभत अथय होय. बाकीचे अथय एकतर ह्याच अथावरून वनघालेले असतात ककवा त्यामध्ये 
ववचाराचंा संभ्रम असतो. “मनुष्ट्य प्राणी असतात” हे अचभकपणे आपण “x हा मनुष्ट्य आहे” हे कधीकधी सत्य 
आहे ह्या अथाने म्हणभ. पण जर “मनुष्ट्यप्राणी असतात, सॉके्रवटस हा मनुष्ट्य आहे म्हणभन सॉके्रवटस 
अस्स्तत्वात आहे” असे कृवत्रम संववधान (Pseudo syllogism) आपण माडंले तर आपण अथयशभन्य बडबड 
केली असे होईल. कारण “मनुष्ट्यप्राण्यापं्रमाणे” “सॉके्रवटस” हा काही वदलेल्या प्रववधानंफलाचा अववज्ञात 
पक्ष नव्हे. हा तकय दोष अगदी पुढील युवक्तवादासारखाच आहे: “मनुष्ट्यप्राणी पुष्ट्कळ आहेत, सॉके्रवटस हा 
मनुष्ट्य आहे म्हणभन सॉके्रवटस पषु्ट्कळ आहेत”. ह्या उदाहरणातील अनुमान अथयशभन्य आहे हे उघड आहे, पण 
वर वदलेल्या, अस्स्तत्वाच्या उदाहरणात ते वततकेसे स्पष्ट नाही. याची कारणे पुढील प्रकरणात अवधक 
सववस्तरपणे आढळतील. तभतय आपण केवळ इतकेच लक्षात घेऊ या की “मनुष्ट्य प्राणी असतात” असे म्हणणे 
जरी बरोबर असले तरी मनुष्ट्य असणाऱ्या अशा वववशष्ट x ला ‘अस्स्तत्व’ आहे असे मानणे चकुीचे, ककवा 
अथयशभन्यच असते. सामान्यतः “∅x चे समाधान करणारी पदे अस्स्तत्वात असतात” चा अथय “∅x कधीकधी 
सत्य असते” हा होय; पण (a हे ∅x चे समाधान करणारे एक पद असता) “a अस्स्तत्वात आहे” असे म्हणणे 
म्हणजे नुसताच गोंधळ ककवा अथयशभन्य असा एक आकार होय. हा साधा तकय दोष ध्यानात ठेवल्यास 
अस्स्तत्वाच्या अथाबद्दलची वकत्येक जुनी तत्त्वज्ञानात्मक कभ टे आपल्याला सोडवता येतात हे कळभन येईल. 
[पृ. १६५] 

 
प्रववधाने आवण प्रववधानफले याचं्यात योग्य फरक न केल्यामुळे होणाऱ्या वनराशाजनक गोंधळामध्ये, 

तत्त्वज्ञानाने ज्या कल्पनामुंळे स्वतःला गुरफटभन घेतले आहे, त्या कल्पना म्हणजे रूप ककवा आकार 
(Modality): आवश्यक, संर्भाव्य आवण असंर्भाव्य (कधी कधी संिाव्य ह्याऐवजी अरनरित असेही म्हणतात.) 
पारंपवरक दृवष्टकोन असा होता की सत्य प्रववधानापंकैी काही आवश्यक असत तर काही केवळ अवनवित 
ककवा असंिाव्य असत; आवण असत्य प्रववधानापंैकी काही म्हणजे ज्याचंी ववरोधी प्रववधाने आवश्यक असत, 
अशा प्रववधानापंकैी काही सिंाव्य असत तर काही केवळ सत्य नाहीत, अशी असत. पण खरे म्हणजे 
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आवश्यकतेच्या कल्पनेमुळे सत्यतेमध्ये कशाची िर घातली आहे, याचा स्पष्ट खुलासा कधीही केलेला नसे. 
प्रववधानफलाच्या संबधंात अशी वत्रववध वविागणी स्वािाववक आहे. जर “∅x” हे एखाद्या प्रववधानफलाचे 
अवनधावरत (Undetermined) मभल्य असेल तर, फल सदैव सत्य असता ते आवश्यक असेल, कधी कधी 
सत्य असता संर्भाव्य असेल आवण कधीही सत्य नसता असंिाव्य असेल. उदाहरणाथय, अशा तऱ्हेची 
पवरस्स्थती संिाव्यता शास्त्रामध्ये (Probability) उद िवते. समजा एखाद्या वपशवीतील अनेक चेंडभपकैी x हा 
एक चेंडभ  घेतला; जर सवय चेंडभ  पाढंरे असतील तर “पाढंरा आहे” हे आवश्यक आहे; जर काही पाढंरे 
असतील तर ते संिाव्य आहे; एकही पाढंरा नसेल तर ते असंिाव्य आहे. तेथे x बद्दल जर काही मारहती 
असेल तर ते म्हणजे, तो वववशष्ट प्रववधानफलाचे म्हणजे “x हा त्या वपशवीतील चेंडभ  आहे” याचे समाधान 
करतो इतकेच. अशी पवरस्स्थती, सामान्यतः संिाव्यतेच्या प्रश्नामध्ये उद्भवते आवण रोजच्या जीवनातही ती 
नवीन नव्हे. उदाहरणाथय, ज्या वळेी एखादा मनुष्ट्य आपल्याकडे येतो त्या वळेी त्याने आपल्या अमुक 
वमत्राकडभन आणलेल्या पवरचयपत्राहभन अवधक आपल्याला काहीही मावहती नसते. अशा सवय प्रसंगात 
सवयसामान्यतः आकाराच्या (Modality) दृष्टीने प्रववधानफलाला महत्त्व येते. परस्परववरुद्ध अशा विन्न विन्न 
वदशानंी ववचार करताना स्पष्टपणा येण्यासाठी प्रववधानफले प्रववधानापंासभन कठोरपणे वगेळी करणे 
आत्यंवतक महत्त्वाचे आहे, आवण पभवी असे करण्यास चुकल्यामुळे तत्त्वज्ञानाला लाछंन आले होते. [पृ. 
१६६] 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण १६ 
 

वियने 
 
मागच्या प्रकरणामध्ये आपण सवण आवण काही या शब्दाचंा ववचार केला. या प्रकरणामध्ये आपण 

वववशष्ट ककवा वनवित ककवा एकमेव (The) [अ. टी. : मराठी िाषेमध्ये a आवण the यातील फरक दशयवणारे प्रवतशब्द नाहीत. 

त्यामुळे येथे The चे िाषातंर वववशष्ट ककवा वनवित ककवा एकमेव असे केले आहे. याचा खुलासा पभवी पाचव्या प्रकरणातही केला आहे.] ह्या 
शब्दाचा एकवचनात ववचार करणार आहोत आवण पढुच्या प्रकरणामध्ये आपण वववशष्ट या शब्दाचा अनेक 
वचनामध्ये ववचार करणार आहोत. कदावचत एका शब्दाकरता दोन प्रकरणे खची घालणे अनाठायी वाटेल. 
परंतु तत्त्वज्ञानी गवणतज्ञाच्या दृष्टीने हा शब्द अवतशय महत्त्वाचा आहे. ब्राऊकनगच्या व्याकरण-कत्याने 
(कववतेतील) ज्याप्रमाणे अगदी मृत्युशय्येवर असताना सुद्धा δε ह्या उपपदाचे वववरण केले होते, तसेच मी 
सुद्धा, केवळ तुरंुगातच काय पण अगदी शवपेवटकेत असलो तरीही एकमेव इ. (the) शब्दाचे वववरण 
करीन. [अ. टी. : हे सवय वणयन अलंकावरक आहे. त्याचे पवरपभणय िाषातंर कठीण आहे. त्यातील आशय वाचकानंा कळला असेल अशी आशा 
आहे.] [पृ. १६७] 

 
“x चा बाप” ककवा “x चा sine” अशा प्रकारच्या वणयनफलाचंा उल्लेख करण्याचा प्रसंग पभवी 

आलेलाच आहे. त्याचंी व्याख्या करण्यापभवी प्रथम “वणयन” ह्या संबोधाची व्याख्या केली पावहजे. 
 
“वणयन” दोन प्रकारचे असभ शकेल, वनवित आवण अवनवित (ककवा द्वयथी) अवनवित वणयन म्हणजे 

“असे असे” अशा तऱ्हेचा वाक्प्रयोग होय आवण वनवित वणयन म्हणजे “वववशष्ट प्रकारचे असे असे” 
(एकवचनी) अशा प्रकारचा वाक्प्रयोग होय. आपण यातील पवहल्या प्रकारापासभन सुरुवात करू. 

 
“तुला कोण िेटले?” “मला एक मनुष्ट्य िेटला”. “हे अगदी अवनवित असे वणयन आहे”. म्हणजे 

पवरिाषेच्या नेहमीच्या उपयोगापासभन आपण काही वनराळे करीत नाही. आपला प्रश्न असा: ज्या वळेी मी, 
“मला एक मनुष्ट्य िेटला” असे प्रवतपादन करतो त्या वळेी मी खरोखर काय प्रवतपादन करतो? क्षणिर असे 
समजभ की माझे प्रवतपादन सत्य आहे आवण मला प्रत्यक्षात जोन्स िेटला. “मला जोन्स िेटला” असे मी 
प्रवतपावदत नाही हे उघड आहे. मी असेही म्हणभ शकेन, “मला एक मनुष्ट्य िेटला, पण तो जोन्स नव्हता”, 
अशा वळेी मी जरी खोटे बोलत असलो तरी मी स्वतःच्या ववरोधी (आत्मव्याघाती) ववधान करीत नाही; जर 
मी, मला एक मनुष्ट्य िेटला असे म्हणत असता मला खरोखर जोन्सच िेटला असे सुचवावयाचे असेल तर 
मात्र ते आत्मव्याघाती ठरेल. ज्याच्याशी मी बोलत आहे तो जरी परदेशी असेल आवण जोन्सची त्याला 
काहीही मावहती नसेल, त्यालासुद्धा मी काय म्हणतो ते समजभ शकेल, हे उघड आहे. [पृ. १६८] 

 
परंतु आपण थोडे पुढे जाऊ: जोन्सच नव्हे तर प्रत्यक्षतः कोणत्याही माणसाचा माझ्या ववधानामध्ये 

प्रवशे झालेला नाही. ज्यावळेी ववधान असत्य असेल त्या वळेी हे स्वािाववक ठरेल; कारण प्रवतपादनामध्ये 
दुसऱ्या कोणाचा प्रवशे झाला आहे असे मानण्यापेक्षा कोणताही अवधक आधार, जोन्सचा प्रवशे झाला आहे 
असे मानण्याला नाही. जर येथे एकही मनुष्ट्य नसेल तर ववधान कदावचत सत्य ठरणार नाही; पण तरीसुद्धा 
ववधानाला अथय राहील. “मला एक एककशगी प्राणी िेटला” ककवा “मला एक समुद्रसपय वदसला” हे 
प्रवतपादन अगदी अथयपभणय आहे. मग एककशगी ककवा समुद्रसपय म्हणण्याला म्हणजेच या कस्ल्पत चमत्कावरक 
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प्राण्याचं्या वणयनाला काही अथय नसेलही. तेव्हा प्रववधानामध्ये कशाचा प्रवशे असेल तर तो संकल्पनेचा 
(Concept) होय. उदाहरणाथय, “एककशगी प्राण्याच्या” सदंिात केवळ एक कल्पना आहे. “एक एककशगी 
प्राणी” असे ज्याला म्हणता येईल त्यामध्ये िाषेच्या ववववध छटाचं्या दृष्टीने काहीतरी अवास्तव आहे, असेही 
नाही. म्हणभन “मला एक एककशगी प्राणी वदसला” असे म्हणणे (असत्य असले तरी) अथयपभणय असल्याने ह्या 
प्रववधानाचे योग्य ववश्लेषण केल्यास हे स्पष्ट होईल की त्यात “एक एककशगी प्राणी” हा घटक नसभन, 
“एककशगी प्राणी” ही सकंल्पना आहे. 

 
“अवास्तवते” चा प्रश्न, म्हणजे ज्याचा आपल्याला येथे प्रवतबधं होत आहे तो फार महत्त्वाचा आहे. 

ज्या तकय शास्त्रज्ञानंी ह्या प्रश्नाला हात घातला त्यापंकैी बहुसंख्याचंी व्याकरणामुळे वदशािभल झाली, आवण 
त्यामुळे त्यानंी याचा ववचार चुकीच्या वदशनेे केला. ववश्लेषणामध्ये त्यानंी व्याकरणाचा उपयोग मागयदशयक 
म्हणभन, वस्तुस्स्थतीपेक्षा अवधक प्रमाणात गृहीत धरला आवण व्याकरणातील कोणते मुदे्द महत्त्वाचे आहेत ते 
त्यानंा कळले नाही. “मला जोन्स िेटला” आवण “मला एक मनुष्ट्य िेटला” ही दोन्ही, रूपे, जुन्या वाङ्मयात 
प्रववधानाचंी सारखीच रूपे म्हणभन गणली गेली. पण प्रत्यक्षात पाहता ती अगदी विन्न रूपे आहेत. पवहल्यात 
प्रत्यक्ष एका माणसाचा म्हणजे जोन्सचा उल्लेख आहे, आवण अवधक स्पष्ट केल्यावर त्याचे स्वरूप “मला x 
िेटला, आवण x मनुष्ट्य आहे' हे फल कधीकधी सत्य असते” असे होते. ( “कधीकधी” म्हणजे अनेक वळेाच 
असते, असे अपेवक्षत नाही असा सकेंत आपण स्वीकारल्याचे वाचकानंा स्मरत असेल.) हे प्रववधान “मला x 
िेटला” ह्या प्रकारचे नाही हे उघड आहे; त्यामध्ये “मला एक एककशगी प्राणी िेटला” ह्या प्रववधानाच्या 
अस्स्तत्वाचाही अंतिाव होतो; मग “एक एककशगी प्राणी” नावाची काही चीज प्रत्यक्षात नसेलही. [पृ. १६९] 
 

प्रववधानफलाचं्या यंत्रणेच्या अिावी वकत्येक तकय शास्त्रज्ञ, अवास्तव गोष्टी अस्स्तत्वात असतात, अशा 
वनष्ट्कषाकडे ओढले गेले. काहींनी तर उदा. माइनोंगने (Meinong) असा युवक्तवाद [ले. टी : Untersuchungen 
zur Gegenstandstheorie und Psychologie उंटर झुखुङ् गेन त्सुर  गेगेन्स्टान्स्टेओरी उंट प्स्युशोलोगी २९०४. वस्तुववज्ञान आवण मानसशास्त्र 
याबद्दलचे सशंोधन.] केला आहे की आपण “सोनेरी डोंगर” ककवा “वाटोळा चौकोन” इ. बद्दल बोलभ शकभ ; हे 
ज्याचे कते आहेत अशाबंद्दल आपण सत्य प्रववधाने बनवभ शकभ ; म्हणभन त्यानंा काही एक प्रकारचे तार्मकक 
अस्स्तत्व असले पावहजे; नाहीतर ज्या प्रववधानामंध्ये ते येतात ती अथयशभन्य ठरतील. मला असे वाटते की 
अत्यंत अमभतय प्रकारच्या अभ्यासामध्ये सुद्धा वास्तवतेची जी िावना वटकवणे आवश्यक ठरते, तीसुद्धा अशा 
मीमासंामध्ये राहात नाही. माझा असा आग्रह आहे की एककशगी प्राण्याला प्रावणशास्त्रातं वजतके स्थान आहे 
त्यापेक्षा अवधक स्थान तकय शास्त्रामध्ये असता कामा नये. कारण प्राणीशास्त्र वजतके वास्तव जगाबद्दल ववचार 
करते वततकाच ववचार तकय शास्त्रही करते. फक्त त्याचे स्वरूप अवधक अमभतय आवण व्यापक असते. 
स्तुवतस्तोत्रातं ककवा वाङ् मयात, ककवा कल्पनाजगतात एककशगी प्राण्यानंा अस्स्तत्व असते, असे म्हणणे ही 
अगदी कीव करण्यासारखी आवण क्षुद्र पळवाट आहे. स्तुवतस्तोत्रातं ज्याला अस्स्तत्व आहे तो रक्तमासाचंा, 
स्वयंपे्ररणेने हालचाल आवण श्वसन करणारा प्राणी नव्हे. ते केवळ एक वचत्र ककवा शब्दानंी केलेले वणयन 
असेल. तसेच, उदाहरणाथय, हॅम्लेट स्वतःच्या जगामध्ये म्हणजेच शके्सपीयरच्या कल्पनेच्या जगामध्ये 
अस्स्तत्वात आहे असा समज बाळगणे हे नेपोवलयन खऱ्या जगात जसा अस्स्तत्वात होता तसेच आहे, असे 
म्हणणे म्हणजे बदु्धया केलेला गोंधळ होय; त्यावर क्ववचतच ववश्वास टाकता येईल. एकच जग अस्स्तत्वात 
आहे ते म्हणजे “सत्य” जग. शके्सपीयरची कल्पना हा त्याचाच एक िाग आहे. आवण हॅम्लेटच्या 
वलखाणातील त्याचे ववचार सत्य आहेत. त्याचे नाटक वाचण्यामधील ववचारही तसेच आहेत. पण 
शके्सपीयर आवण त्याचे वाचक ह्याचें ववचार, िावना इ. इतकेच काय ते सत्य असणे आवण त्याबाहेर हॅम्लेट 
नावाची काही वस्तभ नसणे हेच तर कस्ल्पतकथाचें सार होय. ज्या वळेी इवतहासाच्या लेखकानंी आवण 
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वाचकानंी नेपोवलयनबद्दल वनमाण केलेल्या सवय िावना तुम्ही ववचारात घेता त्या वळेी तुम्ही त्या प्रत्यक्ष 
मनुष्ट्यास स्पशय करीत नाही; पण हॅम्लेटच्या बाबतीत तुम्ही त्याच्या गाभ्यापयंत जाता. जर हॅम्लेटबद्दल 
कोणीच ववचार केला नाही, तर त्याच्यासबंंधी काहीही वशल्लक राहणार नाही; पण जर नेपोवलयनबद्दल 
एखाद्याने ववचार केला नाही तर त्याला लवकरच असे वदसभन येईल की दुसऱ्या कोणी तरी ववचार केलेला 
आहे. सत्यतेची जाणीव ही तकय शास्त्राचे चैतन्य आहे; आवण हॅम्लेट हे आणखी एका प्रकारचे जग आहे असे 
सोंग करून जो कोणी बनववेगरी करतो तो खरे म्हणजे काययनाशच करतो. एककशगी प्राणी, सोनेरी डोंगर, 
वाटोळे चौकोन आवण अशा सवय िासमय वस्तभंसंबधंीच्या प्रववधानाच्या अचभक ववश्लेषणाची माडंणी 
करण्यामध्ये सत्यतेचा मजबभत आधार अत्यंत आवश्यक आहे. [पृ. १७०] 

 
वास्तवतेची िावना पाळण्यासाठी, प्रववधानाचं्या ववश्लषेणात “अवास्तव” अशा कोणत्याही गोष्टीला 

थारा द्यायचा नाही असा आपला आग्रह राहील. पण काही झाले तरी, अवास्तव असे काही नसेलच तर 
अवास्तव गोष्टींचा अतंिाव आपण करूच शकू कसा, असे ववचारता येईल. उत्तर असे की, प्रववधानाचंा 
ववचार करीत असता, प्रथमतः आपण प्रतीकाचंा ववचार करीत असतो आवण मग ज्यानंा काही अथय नाही 
अशा प्रतीकाचं्या समभहाला जर आपण महत्त्व देऊ, तर वर वणयन केलेल्या वस्तभंसारख्या अवास्तव गोष्टींना 
थारा देण्याचीही चभक आपण करू. “मला एक एककशगी िेटला” ह्या प्रववधानात चारी शब्द वमळभन एक 
अथयपभणय प्रववधान बनते. “मनुष्ट्य” हा शब्द ज्या दृष्टीने अथयपभणय आहे त्या दृष्टीने “एककशगी” हा शब्दसुद्धा 
स्वतःपुरता अथयपभणय आहे; पण “एक एककशगी” ह्या दोन शब्दामुंळे मात्र अथयपभणय असा उपसमभह (वरील 
चाराचंा) वमळत नाही. तेव्हा जर ह्या शब्दानंा आपण अथय देण्याची चभक केली तर आपण “एक एककशगी” 
ह्या शब्दात, आवण पवरणामी, जगात एकही एककशगी प्राणी नसल्याने वनमाण होणाऱ्या प्रश्नात, अडकभ न 
पडभ . “एक एककशगी” हे अवनवित वणयन असभन त्याने कशाचेच वणयन केले जात नाही. अवास्तव अशा गोष्टींचे 
वणयन करणारे असे ते अवनवित वणयन नव्हे. ज्या वळेी “x” हे, वनवित ककवा अवनवित, वणयन असेल त्याच 
वळेी “x अवास्तव आहे” असल्या वणयनाला अथय असेल; मग “x” हे कशाचेच वणयन नसलेले वणयन असेल, 
तर ते प्रववधान सत्य ठरेल. पण “x” हे कशाचे तरी वणयन असले ककवा कशाचेही वणयन नसले, तरी ते ज्या 
प्रववधानात उद्भवते त्याचे एक अंग असते; ते, “एक एककशगी” ह्या नुकत्याच वणयन केलेल्या आवण 
स्वतःपुरताच अथय असलेल्या उपसमभहाप्रमाणे नाही. हे सवय पुढील ववचारातभन उद्भवते. ज्या वळेी “x” हे 
वणयन असेल त्या वळेी “x अवास्तव आहे” ककवा “x ला अस्स्तत्व नाही” हे वाक्य वडेगळ तर नसतेच, पण 
अथयपभणय असते आवण कधी कधी सत्यही असते. 

 
आता, ज्यातं सवंदग्ध वणयने असतात अशा प्रववधानाचं्या सवयसामान्य अथाची व्याख्या करू. समजा, 

आपल्याला “अमुक अमुक एक” बद्दल काही ववधान करावयाचे आहे; येथे “अमुक अमुक” म्हणजे 
ज्याचं्याजवळ एखादा गुणधमय ∅ आहे अशा वस्तभ होत; अशा वस्तभ म्हणजे ज्याचं्या बाबतीत ∅x सत्य आहे 
असे सवय x (उदाहरणाथय, “अमुक अमुक एक” चे उदाहरण म्हणभन “एक मनुष्ट्य” असे घेतले तर ∅x म्हणजे 
“x मनुष्ट्य आहे” असे होईल). आता, “अमुक एक” चा  ψ हा गुणधमय प्रवतपादन करण्याचे काम करू; 
म्हणजे ψx सत्य असता x कडे जो गुणधमय असेल तो “अमुक एक” कडे असतो, हे प्रवतपादन करण्याचा 
ववचार करू. (उदा. “मला एक मनुष्ट्य िेटला” च्या सबंधंात ψx म्हणजे “मला x िेटला”) आता, “अमुक 
अमुक एक” कडे ψ हा गुण आहे हे प्रववधान म्हणजे “ψx” ह्या प्रकारचे प्रववधान नव्हे. जर ते तसे असते तर 
“अमुक अमुक एक” म्हणजे सोईस्कर असा x च रावहला असता; आवण जरी (काही एका अथाने) काही 
बाबतीत हे खरे असले तरी, ते “एक एककशगी” च्या बाबतीत वनवितच खरे नाही. हा ववचार म्हणजे, अमुक 
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एकाजवळ ψ हा गुणधमय आहे हे ववधान ψx प्रमाणे नव्हे, हाच होय. ψx मुळेच काही एक अथाने (जो 
स्पष्टपणे माडंता येईल त्या) “अमुक अमुक एक”, “अवास्तव” असणे संिवले. व्याख्या अशी— [पृ. १७१] 

 
“ज्या वस्तभजवळ ∅ हा गुण आहे तसल्या एका वस्तभजवळ  हा गुण आहे”  
 
ह्या ववधानाचा अथय: ∅x आवण ψx याचें संयुक्त प्रवतपादन नेहमीच असत्य असते असे नव्हे” असा 

होतो. 
 
तकय शास्त्रापुरते म्हणावयाचे तर हे प्रववधान म्हणजे “काही ∅, ψ असतात’ अशासारखेच होय; पण 

िाषासौष्ठवाच्या दृष्टीने त्यात फरक आहे. कारण पवहल्यात एकवचन सुचवलेले आहे तर दुसऱ्यात 
अनेकवचन. अथात हा काही महत्त्वाचा मुद्दा नव्हे. महत्त्वाचा मुद्दा असा की ववश्लेषण केल्यावर “अमुक एक” 
बद्दलच्या शास्ब्दक प्रववधानात, ह्या वाक्प्रयोगाने सभवचत केलेले घटक आढळत नाहीत. आवण म्हणभनच अमुक 
एक अशी काही चीज नसतानाही असली प्रववधाने अथयपभणय असभ शकतात. 

 
संवदग्ध वणयनाचं्या संदिात लागभ करावयाची अस्स्तत्वाची व्यारव्या, मागच्या प्रकरणाच्या शवेटी जे 

माडंले आहे त्यातभन वनमाण होते “x मनुष्ट्यप्राणी आहे” हे प्रववधानफल ज्या वळेी कधीकधी सत्य असते त्या 
वळेी “मनुष्ट्ये आहेत” ककवा “एक मनुष्ट्य आहे” असे आपण म्हणतो; सामान्यपणे, ज्या वळेी “x हा अमुक 
एक आहे” हे कधीकधी सत्य असते त्या वळेी “अमुक एक” ला अस्स्तत्व असते. आपण हे वनराळ्या िाषेत 
माडंभ . “सॉके्रटीस एक मनुष्ट्य आहे” हे प्रववधान “सॉके्रटीस एक मनुष्ट्यप्राणी आहे” याच्याशी समानार्ी आहे 
यात शकंा नाही. पण ती दोन्ही एकच नव्हेत. “सॉके्रवटस एक मनुष्ट्यप्राणी आहे” हे असणे म्हणजे कता आवण 
ववधेयक असा सबंधं आहे; तर “सॉके्रटीस एक मनुष्ट्य आहे” हे असरे् अविन्नत्व (Identity) दशयवते. ह्या दोन 
पभणय विन्न कल्पनाकंरता “असणे” हा एकच शब्द वापरण्याचे मनुष्ट्यजातीने जे ठरवले आहे ते वतला 
लाछंनास्पद आहे— ह्या लाछंनावर, प्रतीकात्मक तकय शास्त्राजवळ, अथातच, इलाज आहे. [पृ. १७२] 
 

“सॉके्रटीस एक मनुष्ट्य आहे” ह्यातील अविन्नत्व, हे नाव वजला वदले आहे त्या वस्तभमधील 
(“सॉके्रटीस” हे नाव आहे हे स्वीकारून; याचा तपशील नंतर माडंला आहे) आवण सवंदग्धपणे वणयन 
केलेल्या वस्तभंमधील, अविन्नत्व आहे. सवंदग्धपणे वणयन केलेली वस्तभ केव्हा “अस्स्तत्वात” असते? ज्या वळेी 
अशा प्रकारचे एक तरी प्रववधान सत्य असते त्या वळेी; म्हणजे “x” हे एक नाव असता, “x हा अमुक एक 
आहे” अशा तऱ्हेचे एक तरी प्रववधान सत्य असले पावहजे. संवदग्ध वणयनाचें (वनवित वणयनाचं्या ववरुद्ध टोक) 
वैवशष्ट्ट्य असे आहे की, वरील तऱ्हेची सत्य प्रववधाने वकतीही असभ शकतील-सॉके्रटीस एक मनुष्ट्य आहे, 
प्लेटो एक मनुष्ट्य आहे, इ०. तेव्हा “एक मनुष्ट्य अस्स्तत्वात आहे” हे, सॉके्रटीस, ककवा प्लेटो ककवा इतर 
कोणाहीपासभन वमळेल. उलटपक्षी, वनवित वणयनामंध्ये असल्याप्रकारची म्हणजे “x हा वववशष्ट अमुक एक 
आहे” (येथे x हे एक नाव आहे) असली प्रववधाने x च्या जास्तीत जास्त एकाच मभल्याकरता सत्य असतील. 
ह्या वठकाणी आपण वनवित वणयनाचं्या ववषयापाशी आलो. सवंदग्ध वणयनातं वापरलेल्या मागानेच याचं्या 
व्याख्या करावयाच्या आहेत. फक्त त्या काहीशी स्क्लष्ट असतील इतकेच. 

 
आता आपण प्रस्तुत प्रकरणाच्या मुख्य ववषयाकडे म्हणजे रवरशष्ट ककवा रनरित (The) ह्या शब्दाच्या 

(एकवचनी) व्याख्येकडे वळभ. “अमुक एक” च्या व्याख्येतील एक अगदी महत्त्वाचा मुद्दा “वववशष्ट अमुक 
एक” लाही तेवढाच लागभ पडतो; आपल्याला जी व्याख्या शोधावयाची आहे ती हा वाक्प्रयोग ज्या 
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प्रववधानामंध्ये येतो त्या प्रववधानाचंी होय केवळ स्वतंत्रपणे त्या वाक्प्रयोगाची नव्हे. “अमुक अमुक एक” च्या 
बाबतीत हे बरेचसे उघड आहे. 

 
“एक मनुष्ट्य” म्हणजे वनवित अशी वस्तभ असभन तेवढ्यापुरतीच त्याची व्याख्या करता येईल असे 

काही कोणी समजणार नाही. सॉके्रटीस एक मनुष्ट्य आहे, प्लेटो एक मनुष्ट्य आहे, अवॅरस्टॉटल एक मनुष्ट्य 
आहे; पण “सॉके्रटीस” चा जो अथय आहे, ककवा “प्लेटो” चा जो अथय आहे, ककवा “अवॅरस्टॉटल” चा जो अथय 
आहे तोच “एक मनुष्ट्य” याचाही आहे, असे अनुमान आपण करू शकणार नाही; कारण ह्या वतन्ही नावानंा 
वगेवगेळा अथय आहे. तरीसुद्धा ज्या वळेी आपण जगातील सवय माणसाचंी जंत्री करू त्या वळेी ज्याच्याबद्दल, 
“हा मनुष्ट्य आहे, इतकेच नव्हे तर हा एकमेव (The) ‘एकभ  मनुष्ट्य’ आहे, तो वववशष्ट असा मनुष्ट्य नसभन कोणी 
एक वनवित मनुष्ट्य आहे; एक मनुष्ट्य याचे ते पवरपभणय असे उदाहरण आहे “असे म्हणण्यासारखे काहीही 
वशल्लक राहणार नाही. हे अथातच अगदी उघड आहे की जगामध्ये जे काही आहे ते अगदी वनवित आहे; जर 
तो मनुष्ट्य असेल तर तो एक वनवित मनुष्ट्य असतो, दुसरे काहीही असत नाही. जसा एखादा वववशष्ट मनुष्ट्य 
आपल्याला वमळभ शकतो तसा “एक मनुष्ट्य” असा काही पदाथय जगात आपल्याला वमळभ शकणार नाही. 
पवरणामतः आपण “एक मनुष्ट्य” याची काही व्याख्या न करता ज्या प्रववधानातं त्याचा अतंिाव असेल 
त्याचीच फक्त व्याख्या करावी, हे. स्वािाववक आहे. [पृ. १७३] 

 
“वववशष्ट अमुक अमुक एक” च्या बाबतीत हे वततकेच सत्य आहे; कदावचत प्रथमदशयनी, ते कमी 

आहे असे वाटेल. नाव आवण वनवित वणयन यातंील फरकाचा ववचार करून, हे असलेच पावहजे, असे आपण 
दाखवभ शकभ . “स्कॉट हा ववे्हली (Waverly) चा लेखक आहे” हे प्रववधान घ्या. येथे आपल्याजवळ “स्कॉट” 
हे एक नाव आवण “ववे्हलीचा लेखक” हे वणयन आहे; आवण ते त्या व्यक्तीला लागभ असल्याचे प्रवतपावदले 
आहे. नाव आवण इतर प्रतीके यातंील िेद, पुढीलप्रमाणे स्पष्ट करता येईल. नाव हे एक साधे प्रतीक आहे, 
कता म्हणभनच ते येऊ शकते असा त्याचा अथय आहे. म्हणजे ते प्रकरण १३ मध्ये व्याख्या केलेले “वस्तुमात्र” 
ककवा “वस्तुववशषे” अशा प्रकारचे काही आहे. आवण ज्या प्रतीकाला कोणतेही िाग नाहीत ते प्रतीक म्हणजे 
“साधे” प्रतीक होय. तेव्हा “स्कॉट” हे साधे प्रतीक आहे कारण त्याला जरी िाग (अंगे) असले (म्हणजे 
त्यातील वगेवगेळी अक्षरे), तरी ते िाग म्हणजे प्रतीके नव्हेत. उलटपक्षी, “ववे्हलीचा लेखक” हे साधे 
प्रतीक नव्हे. कारण, तो वाक्प्रयोग ज्यामुंळे झाला, ते शब्द म्हणजे त्याचे िाग असभन, स्वतः शब्द हे प्रतीके 
होत. जे “वस्तुमात्र” म्हणभन र्भासते त्याचे आणखी ववच्छेदन करता येऊ शकत असेल तर, ज्याला “सापेक्ष 
वस्तुमात्र” म्हणता येईल अशा गोष्टींवर आपल्याला समाधान मानले पावहजे; आपल्या प्रश्नाच्या सदंिात ह्या 
संज्ञा सारख्या येत राहणार, त्याचें ववच्छेदन होऊ शकणार नाही आवण कत्यावशवाय इतर स्वरूपात त्या 
कधी येणार नाहीत. आवण मग अशा पवरस्स्थतीत आपल्याला “सापेक्ष” नावावंरच समाधान मानभन राहाव े
लागेल. आपल्या प्रस्तुतच्या प्रश्नाच्या दृष्टीने, म्हणजे वणयनाची व्याख्या करण्याच्या दृष्टीने ह्या प्रश्नाकडे 
म्हणजे, ती नाव ेवनर्मववाद (Absolute) नाव ेआहेत की फक्त सापेक्ष नाव ेआहेत, याकडे दुलयक्ष केले पावहजे; 
कारण त्याचा संबधं “जातींच्या” उतरंडीच्या वनरवनराळ्या अवस्थाशंी असतो, तर आपल्याला “स्कॉट” 
आवण “ववे्हलीचा लेखक” अशा जोड्ाचंी तुलना करावी लागते; ही दोन्ही एकाच वस्तभला लागभ असभन 
जातींचा प्रश्न वनमाण करीत नाहीत. म्हणभन क्षणिर आपण नाव े ही वनर्मववाद असभ शकतात असे समजभ. 
आपल्याला जे म्हणावयाचे आहे त्यातील काहीही, या गृहीतावर अवलंबभन नाही, पण त्याच्यामुळे शब्दरचना 
मात्र थोडीशी लहान होईल. [पृ. १७४] 
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मग आपल्याजवळ तुलनेसाठी दोन गोष्टी आहेत. (१) नाव, हे एक साधे प्रतीक आहे. ते प्रत्यक्षतः 
वस्तुमात्र दशयववते. ते वस्तुमात्र, हाच त्याचा अथय असभन इतर शब्दाचं्या अथाच्या वनरपेक्ष असा त्याचा त्याला 
वनवित अथय असतो; (२) वर्णन, ह्यामध्ये अनेक शब्द असतात त्याचंा “अथय” आधीच वनवित झालेला 
असतो, आवण त्यातंभनच ज्याला वणयनाचा “अथय” म्हणता येईल तो वनमाण होतो. “स्कॉट हा ववे्हली चा 
लेखक आहे” हे प्रववधान “स्कॉट हा स्कॉट आहे” ह्या प्रववधानापेक्षा वनराळे आहे हे उघड आहे: पवहले 
वाङ्मयेवतहासातील ज्ञान आहे, तर दुसरे मामभली सत्य आहे, आवण जर “ववे्हली चा लेखक” म्हणभन 
स्कॉटऐवजी दुसरे कोणाचे नाव वलवहले तर आपले प्रववधान असत्य ठरेल, मग ते काही पभवीचेच प्रववधान 
राहणार नाही. पण आपले प्रववधान मभलतः “स्कॉट, सर वॉटर आहेत” अशा (समजा) प्रकारचेच प्रववधान 
आहे असे म्हणता येईल; यातील दोन्ही नाव ेत्याच व्यक्तीला लागभ आहेत असे म्हणता येईल; यावर उत्तर 
असे की, “स्कॉट हे सरवॉल्टर आहेत” ह्याचा अथय जर खरोखर “स्कॉट” ह्या नावाचा मनुष्ट्य म्हणजेच “सर 
वॉल्टर” ह्या नावाचा मनुष्ट्य आहे असे असेल तर ही नाव ेवणयने म्हणभन वापरलेली आहेत; व्यक्तीचे नाव 
सागंण्याऐवजी व्यक्तीचे ते नाव आहे असे वतचे वणयन केलेले आहे. व्यवहारात वारंवार अशाच पद्धतीने नाव े
वापरली जातात; आवण ती ह्या प्रकारे वापरली जात आहेत की नाव ेम्हर्ूनच वापरली जात आहेत, हे 
वतच्यामुळे कळभन येईल अशी कोणतीच पद्धत, सामान्यतः, वाक्प्रयोगात उपलब्ध नसते. ज्या वळेी आपण 
कशाबद्दल बोलत आहोत हे दशयवण्याकरता नाव प्रत्यक्ष वापरले जाते त्या वळेी आपण प्रवतपावदलेल्या 
मावहतीचा तो सत्याशं नसतो; ककवा आपले प्रवतपादन असत्य असेल तर असत्याशं नसतो: ज्याच्या साह्याने 
आपण ववचार करतो त्या प्रतीक-पद्धतीचा तो एक िाग असतो. आपल्याला जे काय व्यक्त करावयाचे ते 
कदावचत (उदाहरणाथय) दुसऱ्या एखाद्या िाषेत िाषातंवरत करता येईल; शब्द हे त्याचे वाहन असतील पण 
िाग (ककवा अगं) नव्हेत. उलटपक्षी ज्या वळेी “स्कॉट नावाच्या व्यक्तीववषयी” काही प्रववधान माडंतो, त्या 
वळेी आपल्या प्ररतपादनात “स्कॉट” हे प्रत्यक्ष नाव प्रवशे करते, केवळ आपण ज्या िाषेत प्रवतपादन करीत 
असभ त्या िाषेतच नव्हे. [पृ. १७५] 

 
आता त्याऐवजी जर आपण “ ‘सर वॉल्टर’ नावाची व्यक्ती “ असे घातले तर आपले प्रववधान वनराळे 

होईल. पण जोवर आपण नाव ेही नाव ेम्हणभनच वापरू तोवर आपण इंग्रजीत बोलतो की फ्रें चमध्ये, याला 
जसे महत्त्व नाही; तसे “स्कॉट” म्हटले काय ककवा “सर वॉल्टर” म्हटले काय, त्याचे आपल्या 
प्रवतपादनाच्या दृष्टीने काहीच महत्त्व नाही. तेव्हा जोवर आपण नाव ेही नाव ेम्हर्ूनच वापरीत राहभ तोवर ती 
प्रवतपादने “स्कॉट हे स्कॉट आहेत” यासारखीच मामभली आहेत. येथे, “स्कॉट हा ववे्हली चा लेखक आहे” 
हे प्रववधान “ववे्हलीचा लेखक” ऐवजी दुसरे कोणतेही नाव घालभन वमळणाऱ्या प्रववधानाप्रमाणेच नाही, याची 
वसद्धता संपते. 

 
ज्यावळेी आपण चल वापरतो आवण प्रववधानफलाववषयी (समजा ∅x) बोलतो त्या वळेी x बद्दलची 

सामान्य ववधाने वववशष्ट वस्तभनंा लावण्याची प्रवक्रया, “x” ह्या अक्षराच्या जागी त्या वस्तभचे नाव घालणे, हीच 
असते; येथे वस्तुमात्र ∅ ह्या फलाचे पक्ष म्हणभन, येत आहेत असे गहृीत धरलेले आहे. उदा. असे समजा, की 
∅x हे “नेहमी सत्य” असते; समजा तो “एकात्मतेचा वनयम (Law of identity)” म्हणजे, ‘x = x’ आहे. मग 
आपण x च्या जागी कोणतेही नाव वलवहले तरी आपल्याला सत्य प्रववधानच वमळेल. क्षणिर असे मानभ की 
“सॉके्रटीस”, “प्लेटो” आवण “अवॅरस्टॉटल” ही नाव ेआहेत. ( हे गहृीत अगदी वववचत्र वाटेल.) एकात्मता 
वनयमावरून आपण असे अनुमान करू शकतो की सॉके्रटीस, सॉके्रटीस आहे, प्लेटो, प्लेटो आहे, आवण 
अॅवरस्टॉटल, अॅवरस्टॉटल आहे. पण यावरून आणखी काही पक्षववधानाचं्या आधारावशवाय, जर आपण 
ववे्हलीचा लेखक हा ववे्हलीचा लेखक आहे असे अनुमान करण्याचा प्रयत्न करू लागलो तर आपण 
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तकय दोष वनमाण केला असे होईल. आताच आपण जे वसद्ध केले की एखाद्या प्रववधानात आपण “ववे्हलीचा 
लेखक” ह्याऐवजी एक नाव घातले तर आपल्याला वमळणारे प्रववधान वनराळे राहील, त्यासारखेच हे आहे. 
म्हणजे असे की हे आपल्या सध्याच्या प्रकाराला लागभ केल्यास: जर “x” हे नाव असेल तर “x = x” हे 
प्रववधान “ववे्हलीचा लेखक, ववे्हलीचा लेखक आहे” यासारखेच नव्हे; मग x हे कोणतेही नाव का असेना. 
तेव्हा “x = x” अशा प्रकारच्या सवय प्रववधानावंरून काही गडबडगंुडा केल्यावशवाय ववे्हलीचा लेखक हा 
ववे्हलीचा लेखक आहे, हे आपण अनुमावनत करू शकणार नाही. खरे म्हणजे “वववशष्ट अमुक एक हा वववशष्ट 
अमुक एकच आहे” अशा प्रकारची प्रववधाने नेहमी सत्य नसतात. त्याकरता, तो अमुक एक अस्स्तत्वात 
असला पावहजे (याचा अथय लवकरच स्पष्ट करू) हे आवश्यक आहे. फ्रान्सचा आजचा राजा हा फ्रान्सचा 
आजचा राजा आहे, ककवा वाटोळा चौकोन हा वाटोळा चौकोन आहे, हे असत्य आहे. ज्या वळेी आपण 
नावाऐवजी वणयन घालतो, त्या वळेी जर त्या वणयनामुळे कशाचेच वणयन होत नसेल तर “सदैव सत्य” 
असणारी प्रववधानफलेसुद्धा असत्य होऊ शकतात. ज्या वळेी आपण वणयन (नावाऐवजी) घालतो त्या वळेी 
होणारा पवरणाम संबवंधत प्रववधानफलाच मभल्य होत नाही हे समजभन आले (आपण हे मागच्या पवरच्छेदात 
वसद्ध केले आहे) की यात काही चमत्कार नसल्याचे उघड होईल. [पृ. १७६] 

 
ज्यात वनवित वणयने असतात अशा प्रववधानाचंी व्याख्या करता येइलय , अशा स्स्थतीपयंत आता 

आपण आलो आहोत; “वववशष्ट अमुक एक” आवण “अमुक एक” ह्यातील िेद ज्यामुळे कळतो ती गोष्ट 
म्हणजे एकमेवत्य (Uniqueness). “लंडनमधील रवरशष्ट एकमेव िरहवासी” असे आपण बोलभ शकत नाही. 
कारण लंडनमधील रवहवासी हा गुण एकमेवत्व दशयवीत नाही. आपण “फ्रान्सचा आजचा राजा” [अ. टी. : 

सदर पुस्तक १९१९ मध्ये वलवहले आहे.] ह्याबद्दल बोलभ  शकभ . “वववशष्ट एकमेव अमुक एक” बद्दलच्या प्रववधानात 
तसलेच “अमुक एक” बद्दलचे एक प्रववधान अविपे्रत असतेच. फक्त त्यात तसले दुसरे कोणी 
नसल्याबद्दलची पसु्ती जोडली पावहजे. ववे्हली कधी वलवहलेच गेले नसते. ककवा अनेक जणानंी ते 
वलवहलेले असते तर “स्कॉट ववे्हली चा लेखक आहे” अशा-सारखे प्रववधान सत्य ठरले नसते; तसेच x 
बद्दलच्या प्रववधान फलात “x” बदल “ववे्हलीचा लेखक” असे घालभन वमळणारे प्रववधानही सत्य ठरणार 
नाही. आपण असे म्हणभ की “ववे्हली लेखक” म्हणजे ‘x ने ववे्हली वलवहले’ हे ज्याकरता सत्य आहे असे x 
चे मभल्य. तेव्हा, उदा. “ववे्हली चा लेखक स्कॉच (Scotch) होता” ह्या प्रववधानात खालील गोष्टी अतंिभयत 
होत्या. [पृ. १७७] 

 
(१) “x ने ववे्हली वलवहले” हे नेहमीच असत्य नसते; 

 
(२) “जर x ने आवण y ने ववे्हली वलवहले असेल तर x आवण y एकच आहेत” हे नेहमी सत्य असते; 
 
(३) “जर x ने ववे्हली वलवहले असेल तर, x स्कॉच होता” हे नेहमी सत्य असते. ही तीन प्रववधाने 

सवयसाधारण िाषेत पढुीलप्रमाणे व्यक्त होतात. 
 
(१) वनदान एका व्यक्तीने ववे्हली वलवहले. 
(२) जास्तीत जास्ती एका व्यक्तीनेच ववे्हली वलवहले, 
(३) ज्याने कोणी ववे्हली वलवहले तो स्कॉच होता. 
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ही वतन्ही प्रववधाने “ववे्हलीचा लेखक स्कॉच होता” ह्यामध्ये अविपे्रत आहेत. आवण व्यत्यासाने, ही 
वतन्ही एकवत्रत केली असता (यातली कोणतीही दोन पुरणार नाहीत) त्यामध्येही ववे्हलीचा लेखक स्कॉच 
होता. हे अविपे्रत असते. म्हणभन “ववे्हली चा लेखक स्कॉच होता,” ह्या प्रववधानाने जे काय सभवचत होते 
त्याची व्याख्या ह्या वतन्ही प्रववधानानंी वमळभन झाली असे म्हणता येईल. 
 

आपण ही तीन प्रववधाने काहंीशी सोपी करू शकभ . पवहले आवण दुसरे एकवत्रत केले असता ते “x, c 
असता ‘x ने ववे्हली वलवहल’ हे सत्य आवण x, c नसता असत्य असेल, असे एक पद c अस्स्तत्वात असते” 
याच्याशी समानाथी आहेत. वनराळ्या शब्दातं, “ ‘x ने ववे्हली वलवहले’ हे ‘x, c आहे’ याच्याशी समानाथी 
होईल, असे एक पद c अस्स्तत्वात असते”. (ज्या वळेी वदलेल्या दोन प्रववधानापंैकी दोन्ही सत्य ककवा दोन्ही 
असत्य असतात त्या वळेी त्यानंा “समानाथी” (Equivalent) म्हणतात.) आरंिी, येथे आपल्यामवळ दोन 
फले आहेत, “x ने ववे्हली वलवहले” आवण “x, c आहे”, आवण x च्या ह्या दोन फलाचं्या x च्या मभल्याकंरता 
समानाथयता ववचारात घेऊन आपण c चे फल तयार करतो; नंतर आपण असे प्रवतपादन करतो की c चे हे 
फल कधी कधी सत्य असते, म्हणजे ते c च्या एका तरी मभल्याकरता सत्य असते. (ते c च्या एकाहभन अवधक 
मभल्याकंरता सत्य असणार नाही हे उघड आहे.) ह्या दोन कसोट्या एकवत्रत केल्यास त्यामुंळे “ववे्हलीचा 
लेखक अस्स्तत्वात आहे (होता)” याची व्याख्या होते. 

 
आता आपण “∅x ह्या फलाचे समाधान करणारे पद अस्स्तत्वात असते” याची व्याख्या करू. वरील 

ववशषे उदाहरणाचे हे सामान्य रूप आहे. “ववे्हलीचा लेखक” हे “ ‘x ने ववे्हली वलवहले’, या फलाचे 
समाधान करणारे पद” आहे. आवण “एकमेव अमुक एक” मध्ये एखाद्या तरी प्रववधानफलाचा संदिय 
उद्धवणारच. ते फल म्हणजे एखाद्या वस्तभला अमभक एक करणाऱ्या गुणधमाची व्याख्या होय, आपली 
व्याख्या खालीलप्रमाणे आहे: [पृ. १७८] 

 
“∅x या फलाचे समाधान करणारे पद अस्स्तत्वात असते” म्हणजे: 
 
“∅x हे, ‘x, c असते’ याच्याशी नेहमी समानाथी राहील अशा तऱ्हेचे एक पद असते.” 
 
“ववे्हली चा लेखक स्कॉच होता.” याची व्याख्या करण्याकरता अजभनही आपल्याला आपल्या तीन 

प्रववधानापंैकी वतसऱ्याचा म्हणजे “ज्याने कोणी ववे्हली वलवहले तो स्कॉच होता,” याचा ववचार करावयाचा 
आहेच. हे करण्याकरता वरील प्रश्नातील c म्हणजे स्कॉच आहे एवढे म्हटले की झाले. तेव्हा “ववे्हलीचा 
लेखक स्कॉच होता” म्हणजे: 

 
“(१) ‘x ने ववे्हली वलवहले’ हे ‘x, c असतो’ याच्याशी नेहमी समानाथी असेल, (२) c स्कॉच 

असेल असे c हे एक पद असते,” हे होय. आवण सवयसामान्यपणे: “∅x चे समाधान करणारे पद ψx चेही 
समाधान करते” याची व्याख्या पुढीलप्रमाणे करतात: 

 
“(१) ∅x हे ‘x, c असतो’ याच्याशी समानाथी असेल, (२) ψc सत्य असेल, असे c हे एक पद 

असते.” 
 

ज्या प्रववधानामंध्ये वणयने उद्भवतात त्याचंी ही व्याख्या होय. 
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वर्मणत पदाबद्दल पुष्ट्कळ ज्ञान असणे शक्य आहे, म्हणजे तो “वववशष्ट अमुक एक” म्हणजे कोण हे 
प्रत्यक्षात मावहती नसभनही त्या वववशष्ट अमुक एकाववषयी पुष्ट्कळ प्रववधाने मावहती असभ शकतील. म्हणजे 
“x” हे नाव असता “x हा वववशष्ट अमुक एक आहे” अशा प्रकारचे एकही प्रववधान मावहती नसेल. गुप्तहेर 
कथामंध्ये “ज्या माणसाने हे कृत्य केले असेल” त्याच्याबद्दलची प्रववधाने गोळा केली जातात; ती या आशनेे 
की सरते शवेटी ते ज्या कोणी A या व्यक्तीने ते कृत्य केले असेल ती व्यक्ती दशयववण्यास ती प्रववधाने पुरी 
पडावीत. आपण आणखीही पढेु जाऊन असे म्हणभ की शब्दातं व्यक्त करता येईल, अशा सवय ज्ञानामध्ये “हे” 
आवण “ते” आवण ज्याचंा अथय प्रसंगानुरूप बदलतो अशाचंाच काय तो अपवाद वगळता काटेकोर अथाने 
एकही नाव आढळत नाही; पण नाव ेम्हाणभन जी िासतात ती खरे म्हणजे वणयने असतात. होमर (Homer) 
अस्स्तत्वात होता ककवा नाही असे आपण साथयपणे ववचारू शकतो. पण जर “Homer” हे केवळ नाव असते 
तर तसे करता आले नसते. “वववशष्ट अमुक एक” अस्स्तत्वात आहे हे प्रववधान साथय आहे, मग ते सत्य असो 
की असत्य, हा प्रश्न वगेळा; पण जर a हा वववशष्ट अमुक एक आहे (येथे “a” हे नाव आहे) असे म्हटले तर 
“a अस्स्तत्वात आहे” हे शब्द अथयशभन्य आहेत. फक्त वणयनाचं्या संबधंातच — वनवित ककवा अवनवित – 
आपण अस्स्तत्वाची िाषा साथयपणे प्रवतपादभ शकतो; कारण “a” जर नाव असेल तर ते कशाचे तरी नाव 
असलेच पावहजे; जे कशाचेच नाव नाही ते नावच नव्हे, आवण नाव म्हणभन ते वापरावयाचे असेल तर ते 
अथयहीन राहील. तसेच “फ्रान्सचा आजचा राजा” अशासारखे वणयन साथयपणे उद िवणे अशक्य आहे. कारण 
ते कशाचेच वणयन होण्याच्या लायकीचे नाही; कारण असे की ते एक सरिष्ठ (Complex) प्रतीक असभन 
त्याचा अथय त्याच्या घटक प्रतीकापंासभन तयार झाला आहे− आवण म्हणभन होमर अस्स्तत्वात होता की नाही 
असे ज्या वळेी आपण ववचारतो त्या वळेी “होमर” हा शब्द आपण संवक्षप्त वणयन म्हणभन योजलेला असतो 
त्याऐवजी आपण (समजा) “इवलयड (Iliod) आवण ओवडसी (Odyssey) चा लेखक” घालभ. 
ववशषेनाप्रमाणे वदसणाऱ्या जवळजवळ सवांच्या बाबतीत असे ववचार लागभ पडतील. ज्या वळेी वणयने 
प्रववधानामंध्ये उद्भवतात त्या वळेी “प्राथवमक (Primary)” उद्भव आवण “दुय्यम (Secondary)” उद्भव 
याचं्यात िेद करणे आवश्यक आहे. याचं्यातील अमभतय िेद असा: ज्या वळेी ∅x ह्या कोणा एका फलामध्ये 
“x” च्या जागी वणयन घातल्यामुळे प्रववधान वमळते, त्या वळेी त्या प्रववधानातील त्याचा उद्भव “प्राथवमक” 
होय; ज्या वळेी ∅x मधील x च्या जागी वणयन घातल्यावर इष्ट प्रववधानाचा फक्त एक र्भार्ग वमळतो त्या वळेी 
त्या वणयनाचा “दुय्यम” उद्भव होतो. उदाहरणाने हे अवधक स्पष्ट होईल. “फ्रान्सचा आजचा राजा टकल्या 
आहे” हे पहा. येथे “फ्रान्सचा आजचा राजा” ह्याचा उद्भव प्राथवमक आहे आवण प्रववधान असत्य आहे. ज्या 
प्रववधानात कशाचेच वणयन न करणाऱ्या वणयनाचा प्राथवमक उद्भव होतो ते प्रववधान असत्य असेल. पण आता 
“फ्रान्सचा आजचा राजा टकल्या नाही” हे पाहा. हे सवंदग्ध आहे. जर आपण प्रथम “x टकल्या आहे” घेऊन 
नंतर “x” ऐवजी “फ्रान्सचा आजचा राजा” वलवहले, आवण मग त्याचा नकार केला तर “फ्रान्सचा आजचा 
राजा” चा उद्भव दुय्यम होईल आवण आपले प्रववधान सत्य ठरेल; पण आपण “x टकल्या नाही” असे 
घ्यायचे ठरवले आवण “x” ऐवजी “फ्रान्सचा आजचा राजा” घातले, तर “फ्रान्सचा आजचा राजा” चा 
उद्भव प्राथवमक होईल आवण प्रववधान असत्य ठरेल. जेथे वणयनाचा संबधं येतो तेथे प्राथवमक आवण दुय्यम 
उद्भव यातंील गोंधळ म्हणजे तकय दोषाचंा तयार झराच होय. [पृ. १७९]  
 

गवणतामध्ये वणयने ही मुख्यतः वर्णनफलाचं्या रूपात उद्भवतात; म्हणजे “R हा संबधं असेल असे पद 
y” ककवा, “y चा बाप” ह्या पद्धतीने “y चा R” आवण असे इतर वाक्प्रयोग. उदाहरणाथय, “y चा बाप श्रीमतं 
आहे” असे म्हणणे म्हणजे c बद्दलचे पढुील प्रववधानफल “c श्रीमतं आहे आवण ‘x ने y ला जन्म वदला आहे’ 
हे ‘x, c आहे’ याच्याशी सदैव समानाथी आहे” हे “कधीकधी सत्य असते” म्हणजेच c च्या वनदान एका 
मभल्यासाठी सत्य असते, असे म्हणणे होय. ते एकाहभन अवधक मभल्यासंाठी सत्य असणार नाही हे उघड आहे. 



 अनुक्रमणिका 

प्रस्तुत प्रकरणात ज्या वगयमीमासेंची रूपरेखा मांडलेली मीमासंा आहे ती वणयनमीमासंा तकय शास्त्र 
आवण ज्ञानमीमासंा आवण ह्या दोन्हीमध्ये अत्यंत महत्त्वाची आहे. पण गवणताकवरता ह्या मीमासेंचे अवधक 
तत्त्वज्ञानात्मक िाग आवश्यक नाहीत. आवण म्हणभन वरील वववचेनातभन ते वगळले असभन गवणताच्या दृष्टीने 
उपयुक्त अशा मोजक्या िागापंुरतीच मीमासंा मयावदत ठेवली आहे. 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण १७ 
 

वगय 
 
प्रस्तुत प्रकरणामध्ये आपण मुख्यतः वववशष्ट ककवा वनवित ककवा एकमेव (The) हे अनेकवचनात 

पाहणार आहोत: लंडनचे रवहवासी, श्रीमंत माणसाचे मुलगे, इ०. दुसऱ्या शब्दातं, आपण वर्गांचा ववचार 
करणार आहोत. प्रधानाकंाची व्याख्या वगांचा वगय अशी करावयाची असते हे प्रकरण २ मध्ये आपण पावहले. 
आवण 1 या सखं्येचा व्याख्या ज्याचं्यात फक्त एकच सदस्य आहे अशा सवय वगांचा वगय अशी, म्हणजे एकेरी 
वगय अशी करावयाची असते. ह्यातभन कदावचत दुष्टचक्र उद िवले. अथात ज्या वळेी 1 ह्या संख्येची व्याख्या 
सवय एकेरी वगांचा वगय अशी केली जाते त्या वळेी “एकेरी वगांची” व्याख्या करताना “एक” म्हणजे काय 
आहे ते आपणास मावहती आहे असे गहृीत धरता कामा नये; वणयनाचंी व्याख्या ज्याप्रकारे केली, जवळजवळ 
त्याचप्रकारे याचंी व्याख्या करतात. म्हणजे: ज्या वळेी “ ‘x हा एक α आहे’ हे ‘x, c आहे’ (हे c चे फल आहे 
असे मानभन) याच्याशी नेहमी समानाथी असते”, हे प्रववधानफल नेहमीच असत्य नसेल तर α हा वगय 
“एकेरी” वगय आहे असे म्हणतात. म्हणजे अवधक सामान्य िाषेत जर c हे पद असे असेल की ज्या वळेी x हा 
c असेल त्याचवळेी x हा α चा सदस्य असेल एरव्ही नव्हे, तर α हा एकेरी वगय आहे असे म्हणतात. जर 
व्यापक अथाने वगय म्हणजे काय हे आपणास आधीच मावहती असेल, तर ह्यापासभन आपल्याला एकेरी वगाची 
मावहती वमळते. येथवर, अंकगवणताचा ववचार करताना आपण “वगय” ही कल्पना आवदकल्पना म्हणभन 
वागवली; पण इतर कारणासंाठी नव्हे तरी, १३ व्या प्रकरणात माडंलेल्या कारणासाठी तरी “वगय” ही 
कल्पना आवदकल्पना म्हणभन आपणास स्वीकारता येणार नाही. वणयनाचंी व्याख्या ज्या पद्धतीने आपण केली 
त्याच पद्धतीची व्याख्या आपणास शोधली पावहजे. म्हणजे ज्या प्रववधानाचं्या शास्ब्दक ककवा प्रतीकात्मक 
अविव्यक्तीत शब्द ककवा प्रतीके, बाह्यतः वगांचे प्रवतवनवधत्व करतात त्या प्रववधानानंा अथय देऊ शकेल, पण 
अशा प्रववधानाचं्या योग्य ववश्लेषणातभन वगांचा उल्लेख संपभणयतः नाहीसा करील, असा अथय देणारी व्याख्या 
आपणास शोधावयाची आहे. मगच आपण असे म्हणभ शकभ  की वगाकरता वापरलेली प्रतीके ही केवळ सोय 
होती. ज्यानंा “वगय” म्हणता येईल अशा वस्तभ त्यानंी व्यक्तवलेल्या नाहीत, आवण खरे म्हणजे वगय हे, 
वणयनापं्रमाणेच तार्मकक कल्पना ककवा (आपण म्हणतो त्याप्रमाणे) “अपभणय प्रतीकेच” होत. [पृ.१८१] 
[पृ.१८२] 
 

वणयनमीमासेंहभन वगयमीमासंा ही कमी पभणय आहे आवण वगांची जी व्याख्या सुचववली जाईल ती 
व्याख्या पभणय समाधानकारक नाही असे मानण्याची कारणेही आहेत. (त्याची रूपरेषा आपण देणार आहोत.) 
वववचेनात आणखी थोडी सभक्ष्मता लागेल असे वाटते. पण पुढे माडंलेली व्याख्या पुष्ट्कळशी अचभक आहे 
आवण योग्य प्रकारची आहे असे मानण्याची कारणे असखं्य आहेत. 

 
वगय म्हणजे जगातील सवांत अखेरचे साधन आहे असे समजता येणार नाही याची जाणीव होणे ही 

पवहली गोष्ट. ह्या ववधानामध्ये काय म्हणावयाचे आहे हे नेमके समजावभन सागंणे अवघड आहे. पण त्यात 
अविपे्रत असलेल्या एका पवरणामाचा उपयोग त्याचा अथय स्पष्ट करण्यासाठी करता येईल. ज्याचंी व्याख्या 
करता येते अशा सवय गोष्टींची व्याख्या वजच्यात आहे आवण ज्याचंी व्याख्या करता येणार नाही अशा सवय 
गोष्टींकरता अव्याख्यात प्रतीके आहेत, अशी पभणय प्रतीकमय िाषा जर आपल्याजवळ असेल तर ज्याला मी 
“जगातील शवेटची साधने” म्हणतो तीच या िाषेतील अव्याख्यात प्रतीकानंी, प्रतीकात्मकरीत्या व्यक्तवली 
जातील. माझा अजभनही असा आग्रह आहे की, या अव्याख्यात प्रतीकाचं्या सामग्रीमध्ये सवयसामान्य 
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“वगाकरता” ककवा वववशष्ट वगांकरता कोणत्याही प्रतीकाचंा अंतिाव करावयाचा नाही. उलटपक्षी, 
जगातील सवय गोष्टींच्या नावाचंा अंतिाव अव्याख्यात प्रतीकामंध्ये केला पावहजे. वणयनाचंा उपयोग करून हा 
प्रसंग टाळण्याचा प्रयत्न आपण करू शकभ . उदाहरणाथय, “सीझरने मरणापभवी पावहलेली शवेटची गोष्ट” 
घ्या. हे एखाद्या वववशष्ट गोष्टीचे वणयन असेल; आपण ते वणयन (काही एका पभणय न्याय्य अथाने) त्या गोष्टीची 
व्याख्या म्हणभन योजभ शकभ . पण जर त्या वववशष्ट गोष्टीचे नाव “a” असेल तर ज्या प्रववधानामध्ये “a” आढळते 
ते आवण या प्रववधानात “a” ऐवजी “सीझरने मरणापभवी पावहलेली शवेटची गोष्ट” घालभन वमळणारे प्रववधान 
(आपण मागच्या प्रकरणात पावहल्याप्रमाणे) एकच नव्हे. जर आपल्या िाषेमध्ये “a” हे नाव ककवा त्याच 
वस्तभचे दुसरे एखादे नाव नसेल तर वरील वणयनाने व्यक्त केलेले प्रववधान “a” च्या साह्याने व्यक्त करण्याचे 
कोणतेही साधन आपल्याकडे असणार नाही. तेव्हा वणयनामुंळे, सगळ्या वस्तभंची नाव ेटाळभन पवरपभणय िाषा 
बनवणे शक्य होणार नाही. या दृष्टीने आपला असा आग्रह आहे की, वगय, वस्तुमात्रापेंक्षा वगेळे असभन, 
अव्याख्यात प्रतीकानंी ते व्यक्त करण्याचे कारण नाही. आपले पवहले काम म्हणजे, ह्या मतासाठी कारणे देणे 
हे आहे. [पृ.१८३] 

 
वगय हे वस्तुववशषेाचें प्रकार मानता येणार नाहीत हे आपण पभवीच पावहले आहे. याचे कारण, स्वतःचे 

सदस्य नसणाऱ्या वगांमुळे वनमाण होणारा (१३ व्या प्रकरणात स्पष्ट केल्याप्रमाणे) व्याघात होय. तसेच 
वस्तुववशषेाचं्या संख्येपेक्षा वगांची संख्या अवधक असते हे आपल्याला वसद्ध करता येईल. केवळ रास ककवा 
ढीग म्हणभन शुद्ध व्याप्ती सागंभन वगांची व्याख्या करता येणार नाही. जर आपण तसा प्रयत्न करावयाचे ठरवले 
तर वरक्त वगासारखा वगयही अस्स्तत्वात असभ शकतो हे समजणे आपल्याला अशक्य होईल; कारण त्यात 
एकही सदस्य असणार नाही. म्हणभन त्याला “ढीग” मानता येणार नाही; तसेच ज्या वगात एकच सदस्य 
आहे तो त्या सदस्यासमान का मानावयाचा नाही हेही समजणे कठीण होईल. ज्याला “ढीग” असे म्हणता 
येईल अशी काही चीज आहे, असे मला माडंावयाचेही नाही ककवा नाकारावयाचेही नाही. गवणती तकय शास्त्रज्ञ 
म्हणभन ह्या मुद्यावर मत देण्यास मला सावंगतलेले नाही. जरी “ढीग” म्हणभन काही चीज असली तरी ती 
त्याच्या घटकानंी बनलेल्या वगाशी आपण एकरूप मानभ शकणार नाही, असाच माझा आग्रह आहे. 

 
जर आपण वगय, प्रववधानफलाशंी एकरूप मानण्याचा प्रयत्न केला तर आपली मीमासंा पुष्ट्कळच 

समाधानकारक होईल. दुसऱ्या प्रकरणात स्पष्ट केल्यानुसार प्रत्येक वगाची व्याख्या एखाद्या 
प्रववधानफलामुळे होते; ते त्या वगाच्या सदस्यासंाठी सत्य असते व इतर वस्तभंसाठी असत्य असते. पण जर 
वगाची व्याख्या एखाद्या प्रववधानफलाने करता येत असेल तर हे फल सत्य असता जे सत्य असेल आवण 
असत्य असता असत्य असेल अशा दुसऱ्या कोणत्याही प्रववधानफलानेसुद्धा त्याची व्याख्या करता येईल. 
ह्याच कारणासाठी वगय, अशा अनेक प्रववधानफलापंकैी फक्त एखाद्याशीच एकरूप मानता येत नाही.— 
आवण एखादे प्रववधानफल वदले असता, ते सत्य असता जी सत्य असतील आवण असत्य असता असत्य 
असतील अशी वकत्येक फले तर नेहमीच वमळतील. ज्या वळेी असे घडते त्या वळेी दोन प्रववधानफले 
“आकावरकपणे समानाथी” असतात. जी फले एकाच वळेी, दोन्ही सत्य ककवा दोन्ही असत्य असतात त्या 
प्ररवधानानंा “समानाथी” म्हणतात; ज्या वळेी ∅x हे ψx शी नेहमी समानाथी असेल त्या वळेी ∅x व ψx ही 
प्रववधानफले “आकावरकपणे समानाथी” असतात. वदलेल्या फलाशी आकावरकरीत्या समानाथी असणारी 
आणखी इतर फले असतात ह्यामुळेच वगाचे फलाशी एकरूपत्व मानणे अशक्य होते; कारण दोन विन्न 
वगांमध्ये नेमके तेच सदस्य असभ नयेत अशी आपली इच्छा आहे आवण म्हणभन आकावरकरीत्या समानाथी 
असतील अशा दोन फलानंी तोच एक वगय वनवित केला पावहजे. [पृ.१८४] 

 



 अनुक्रमणिका 

वगांची जात आवण त्याचं्या सदस्याचंी जात सारख्या नसाव्यात, ते केवळ ढीग ककवा सगं्रह नसावते, 
आवण ते प्रववधानफलाशंी एकरूप नसावते असे आपण ठरवले आहे. मग जर ते प्रतीकात्मक कस्ल्पतापेंक्षा 
काही तरी वनराळे असावते अशी अपेक्षा असेल तर ते काय असावते हे ठरवणे अवतशय कवठण होते. आवण 
प्रतीकात्मक कस्ल्पते म्हणभन ते वापरण्याचा काही एक मागय जर आपण काढभ  शकलो तर तकय दृष्ट्ट्या आपली 
स्स्थती अवधक सुरवक्षत केली असे होईल; कारण मग वगय अस्स्तत्वात आहेत हे गहृीत धरण्याची आवश्यकता 
टाळता येईल. तसेच एकही वगय अस्स्तत्वात नाही असे ववरुद्ध गृहीतही धराव ेलागणार नाही. आपण दोन्ही 
गृहीतापंासभन दभर राहभ. Occam [अ. टी. : ववल्यम ओकॅम हा एक इसं्ग्लश तत्त्वज्ञ व धमयगुरु (१२८०-१३४९) होऊन गेला. त्याची उक्ती 

Occam’s razor म्हणभन प्रवसद्ध आहे.] च्या Razor चे उदाहरण आहे म्हणजे “गरज नसेल तर वस्तभचंी सखं्या वाढता 
कामा नये”. पण ज्या वळेी वगांचे अस्स्तत्व प्रवतपादन करण्याचे आपण नाकारत असतो, त्या वळेी पोथी- 
वनष्टापं्रमाणे, एकही वगय अस्स्तत्वात नाही असे आपण प्रवतपादन करतो आहोत, असेही समजता कामा नाही. 
त्या बाबतीत आपण अजे्ञयवादी आहोत. लाप्लासप्रमाणे (Laplace) आपण असे म्हणभ शकतो की “हे गहृीत 
धरून चालण्याची मला गरज नाही. (Je n’ai pas besoin de cette hypothe´se ज ने पा वसे्वा ंद सेत्त 
इपोतेझ.)” 

 
आता एखाद्या प्रतीकाने वगाचे काम करावयाचे तर त्याने कोणत्या कसोट्या पभणय करावयाच्या याचा 

ववचार करू. पुढील कसोट्या आवश्यक आवण पुरेशा ठरतील असे मला वाटते:— 
 
(१) प्रत्येक प्रववधानफलामुळे, ते ज्या पक्षाकंरता सत्य असेल अशाचंा एक वगय वनवित झाला 

पावहजे. कोणते प्रववधान (सत्य ककवा असत्य) (समजा सॉके्रवटसबद्दलचे) वदले असता सॉके्रवटसऐवजी 
प्लेटो ककवा अॅवरस्टॉटल  ककवा जगातील कोणतीही एक वस्तभ, घातली आहे अशी आपण कल्पना करू 
शकतो. सवयसामान्यपणे, यामुळे काही सत्य प्रववधाने आवण काही असत्य प्रववधाने वमळतील. त्या 
प्रववधानफलाने तयार झालेल्या वगामध्ये, ते ज्यामुळे सत्य ठरते अशा वस्तभ असतील. अथात “असे सवय की 
इ.,” म्हणजे आपल्याला काय अपेवक्षत आहे हे आपल्याला अजभनही ठरवावयाचे आहे. तभतय प्रववधानफलामुळे 
एक वगय वनवित केला जातो असे समजभ, आवण प्रत्येक प्रववधानफल योग्य असा वगय वनवित करते इतकेच 
आपण पाहभ. [पृ.१८५] 

 
(२) आकावरकरीत्या समानाथी असणाऱ्या दोन प्रववधानफलानंी एकच एक वगय वनवित केला 

पावहजे आवण आकावरकरीत्या समानाथी नसणाऱ्या दोन फलानंी दोन विन्न वगय वनवित केले पावहजेत. 
म्हणजे, असे वगय त्याच्या सदस्यत्वामुळे वनवित होतात. त्यामुळे दोन विन्न वगांचे सदस्यत्व सारखे असभ 
शकणार नाही. (जर एखादा वगय ∅x ह्या फलाने वनवित होत असेल तर, ∅a सत्य असेल तेव्हा a हा त्या 
वगाचा “सदस्य” असतो, असे आपण म्हणतो.) 

 
(३) आपण केवळ वगांचीच व्याख्या करण्याचा नव्हे, तर वगांच्या वगांची व्याख्या करण्याचाही मागय 

शोधला पावहजे. दुसऱ्या प्रकरणात आपण पावहले की, प्रधानाकंाचंी व्याख्या, वगांचे वगय अशी आपण केली. 
प्राथवमक गवणतातील “n वस्तभंचे एकावळेी m घेऊन केलेले संवशे (Combination)” आशा तऱ्हेचे साधे 
वाक्प्रयोग वगांचा वगयच व्यक्त करतात; तो वगय म्हणजे ज्या वगात n पदे आहेत अशा एखाद्या वदलेल्या 
वगातभन m पदे वनवडभन होणाऱ्या सवय वगांचा वगय होय. वगांचे वगय वापरण्याची, काही एक प्रतीकात्मक पद्धत 
नसेल तर गवणती तकय शास्त्र बंद पडेल. 
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(४) एखादा वगय स्वतःचा सदस्य आहे ककवा स्वतःचा सदस्य नाही असे समजणे हे कोणत्याही 
पवरस्स्थतीत अथयशभन्य (असत्य नव्हे) असले पावहजे. १३ व्या प्रकरणात आपण चचा केलेल्या व्याघाताचाच 
हा पवरणाम आहे. 

 
(५) शवेटी—— ही कसोटी पभणय करणे सवांत कठीण आहे,—वस्तुमात्राचं्या सवय वगांकरता ककवा 

एकाच तार्मकक “जाती” च्या वस्तभंच्या सवय वगांकरता, प्रववधाने तयार करणे शक्य झाले पावहजे. असे होत 
नसेल तर वगांचे वकत्येक उपयोग मोडभन पडतील–उदाहरणाथय, गवणती ववगमन. वदलेल्या पदाच्या वशंाची 
व्याख्या करताना, त्याच्या वशंातील पद, ते पद ज्या ज्या आनुववंशक वगात असेल त्या सवण आनुववंशक 
वगात असते, असे म्हणणे आपल्याला शक्य झाले पावहजे; आवण या करताच वर उल्लवेखलेली सावयवत्रकता 
आवश्यक आहे. ह्या कसोटीमध्ये अडचण येण्याचे कारण असे की ज्याचे पक्ष (Argument) वदलेल्या जातीचे 
असतील अशा सवण प्रववधानफलाबंद्दल बोलणे अशक्य असल्याचे वसद्ध करता येते. 

 
ह्या शवेटच्या कसोटीकडे आवण वतने वनमाण केलेल्या प्रश्नाकंडे आपण सध्या दुलयक्ष करू. पवहल्या 

दोन कसोट्या एकवत्रत घेता येतील. त्यात असे माडंले आहे की, आकावरकपणे समानाथी असलेल्या 
प्रववधानफलाचं्या प्रत्येक गटाकरता नेमका एक वगय, कमी नव्हे आवण जास्तीही नव्हे, असला पावहजे; उदा. 
माणसाचंा वगय म्हणजेच वपसे नसलेल्या वद्वपदाचंा ककवा बुवद्धप्रधान प्राण्याचंा ककवा मनुष्ट्यप्राण्याची व्याख्या 
करण्याकरता लागणारे दुसरे कोणतेही सोईस्कर लक्षण असणाऱ्याचंा वगय होईल. आता जरी तोच वगय 
वनवित करणारी पण आकावरकपणे समानाथी असलेली दोन प्रववधानफले एकरूप नाहीत असे जेव्हा आपण 
म्हणतो तेव्हा, त्या वळेी एखादे ववधान एका फलासाठी सत्य असभन दुसऱ्यासाठी असत्य असभ शकेल असे 
उदाहरण दाखवभन आपल्या प्रवतपादनाची वसद्धता, आपण देतो, उदा. “सवय माणसे मत्यय आहेत यावर माझा 
ववश्वास आहे” हे सत्य आहे, पण “सवय बुद्धीप्रधान प्राणी मत्यय आहेत यावर माझा ववश्वास आहे” हे असत्य 
असभ शकेल, कारण फीवनक्स हा बुवद्धमान आवण अमत्यय आहे असा माझा चकुीचाच ववश्वास असभ शकेल. 
म्हणभन आपल्याला फलाबंद्दलच्या रवधानाचंा ककवा (अवधक अचभकपणे) फलाबंद्दलच्या फलाचंा ववचार 
करावा लागेल. [पृ.१८६] 

 
फलाबंद्दलच्या काही गोष्टी त्या फलाने व्याख्यात केलेल्या वगाबद्दल सावंगतल्या आहेत असे म्हणता 

येईल, तर काही येणार नाहीत. “सवय माणसे मत्यय आहेत” ह्या ववधानात “x मनुष्ट्यप्राणी आहे” आवण “x 
मत्यय आहे” ही फले अतंिभयत आहेत, ककवा आपल्याला आवडत असेल तर, त्यात माणसाचंा आवण मत्यांचा 
वगय अंतिभयत आहे असे आपण म्हणभ. ह्या ववधानाचा अथय आपण कोणत्याही प्रकारे लावभ शकतो; कारण 
आकावरकपणे समानाथी असलेल्या कोणत्याही फलात “x मत्यय आहे” या ऐवजी “x मनुष्ट्यप्राणी आहे” हे 
घातल्यावर सत्यतामभल्य बदलत नाही. पण आपण आताच पावहल्याप्रमाणे “सवय माणसे मत्यय आहेत यावर 
माझा ववश्वास आहे” हे ववधान, यापंैकी कोणत्याही फलाने वनवित केलेल्या वगाववषयी आहे असे म्हणता 
येणार नाही, कारण त्याऐवजी आकावरकपणे समानाथी असलेल्या दुसऱ्या फलाची योजना केल्यास 
सत्यतामभल्य बदलभ  शकेल. (वगय बदलणार नाही.) ∅x हे फल, “सवय माणसे मत्यय आहेत” अशा प्रकारचे 
असेल. म्हणजे त्याऐवजी त्याच्याशी आकावरकपणे समानाथी असलेले कोणतेही फल योजल्यास त्याचे 
सत्यतामभल्य बदलत नसेल तर ते फल ज्यात अंतिभयत असेल अशा ववधानाला आपण ∅x ह्या फलाचे 
“व्याप्तीदशयक (Extensional)” फल म्हणभ. आवण जेव्हा फलाचे फल व्याप्तीदशयक नसेल त्या वळेी त्याला 
आपण “आशयदशयक (Intensional)” म्हणभ. म्हणजे “सवय माणसे मत्यय आहेत यावर माझा ववश्वास आहे” हे 
“x मनुष्ट्यप्राणी आहे” ककवा “x मत्यय आहे” ह्याचे आशयदशयक फल होईल. तेव्हा व्यावहावरक कामाच्या 
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दृष्टीने x च्या फलाचे व्याप्तीदशयक फल हे x ने वनवित केलेल्या वगाचे फल आहे असे मानता येईल, पण 
आशयदशयक फल तसे मानता येणार नाही. [पृ. १८७] 

 
गवणती तकय शास्त्रात, फलाचंी जी वववशष्ट फले माडंण्याचा प्रसंग आपल्याला येईल, ती सवय 

व्याप्तीदशयकच असली पावहजे. तेव्हा, उदाहरणाथय, फलाचंी मभलिभत अशी दोन फले पढुीलप्रमाणे “∅x सदैव 
सत्य असते” आवण “∅x कधी-कधी सत्य असते”. ∅x ऐवजी आकावरकपणे समानाथी असलेले कोणतेही 
फल घातले तरी यापंैकी कोणाचेही सत्यतामभल्य बदलणार नाही. वगांच्या िाषेत, जर α हा ∅x ने वनवित 
केलेला वगय असेल तर “∅x सदैव सत्य असते” हे “सगळे जण α चे सदस्य आहेत” याच्याशी समानाथी 
आहे. आवण “∅x कधी कधी सत्य असते” हे “α ला घटक आहेत” याच्याशी ककवा (अवधक चागंले 
म्हणजे)” α मध्ये वनदान एक घटक आहे” याच्याशी समानाथी आहे. “∅x चे समाधान करणाऱ्या पदाच्या” 
अस्स्तत्वाबद्दलची मागच्या प्रकरणात पावहलेली कसोटी पुन्हा घ्या. कसोटी अशी की,- “x, c आहे” 
याच्याशी ∅x सदैव समानाथी राहील असे c हे एक पद अस्स्तत्वात असते. ही अथातच व्याप्तीदशयक आहे. ∅x 
ह्या फलाने वनवित केलेला वगय एकेरी, म्हणजे ज्यात एकच पद आहे असा वगय आहे, या प्रवतपादनाशी ती 
समानाथी आहे; वनराळ्या शब्दातं, तो वगय 1 चा सदस्य आहे. 

 
व्याप्तीदशयक असेल ककवा नसेल, अशा तऱ्हेचे एखादे फलाचे फल वदले असता, त्याच्यापासभन 

त्याच्याशी सबंंवधत आवण अगदी त्याच फलाचे व्याप्तीदशयक असेल असे फल आपण पढुील पद्धतीने नेहमीच 
वमळवभ शकभ : आपले मभळचे फलाचे फल, ∅x ला f हा धमय लावते असे समजभ. मग “f हा धमय असणारे आवण 
आकावरकपणे ∅x शी समानाथी असणारे एक तरी फल असते” ह्या प्रवतपादनाचा ववचार करू. हे ∅x चे 
व्याप्तीदशयक फल आहे; ज्या वळेी आपले मभळचे फल सत्य असते त्या वळेी हेही सत्य असते; आवण जर मभळचे 
फल व्याप्तीदशयक असेल तर ते ∅x च्या मभळच्या फलाशी आकावरकपणे समानाथी असते; पण मभळचे फल 
आशयदशयक असेल तर मभळच्या फलापेक्षा हे नवीन फल अवधक वळेा सत्य असते. उदाहरणाथय, “सवय 
माणसे मत्यय असतात यावर माझा ववश्वास आहे”, हे “x मनुष्ट्य आहे” याचे फल मानभन ववचार करू. नवीन 
व्याप्तीदशयक फल असे: “x मनुष्ट्य आहे” याच्याशी आकावरकपणे समानाथी असेल त्याचे समाधान करणारी 
प्रत्येक गोष्ट साथय असते यावर माझा ववश्वास असेल असे एक फल आहे “. फीवनक्स हा बुवद्धप्रधान आवण 
अमत्यय आहे असा जरी माझा चुकीचा ववश्वास असला तरी, “x मनुष्ट्याप्राणी आहे” ऐवजी “x बुवद्धप्रधान प्राणी 
आहे” हे घातले असता हे फल सत्य राहते. [पृ.१८८] 

 
वर रचलेल्या फलाला – म्हणजे “f हा धमय असलेले आवण ∅x शी आकावरकरीत्या समानाथी 

असलेले असे एक तरी फल असते” याला आपण “सावधत (Derived) व्याप्तीदशयक फल” असे नाव देऊ. 
येथे मभळ फल, ∅x ह्या फलाजवळ f हा धमय आहे” असे होते. 

 
ज्याचा पक्ष ∅x ह्या फलाने वनवित केलेला वगय आहे आवण ह्या वगाजवळ f हा धमय आहे असे 

प्रवतपादन करणारे असे हे सावधत व्याप्तीदशयक फल आहे, असे आपण मानभ. वगाबद्दलच्या प्रववधानाची ही 
व्याख्या म्हणभन घेता येईल. म्हणजे आपण पढुील व्याख्या करू: 

 
“∅x ह्या फलाने वनवित केलेल्या वगाजवळ f हा धमय आहे”, असे प्रवतपादन करणे म्हणजेच f पासभन 

सावधत केलेल्या व्याप्तीदशयक फलाचे ∅x समाधान करते, असे प्रवतपादन करणे होय. 
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फलाबद्दल साथयपणे माडंता येईल अशा, वगाबद्दलच्या कोणत्याही ववधानाला ह्याच्यामुळे अथय येतो; 
आवण ही मीमासंा प्रतीकदृषयृा समाधानकारक करण्याकरता ज्या गोष्टी लागतात, त्या ह्याच्यापासभन तावंत्रक 
पद्धतीने वमळतात. [ले. टी. : Principia Mathematica, vol. i, पृ. ७५-८४ आवण ❋ २० पाहा.] 

 
वगांच्या व्याख्येबद्दल आताच आपण जे काही म्हटले आहे ते आपल्या पवहल्या चार कसोट्या पभणय 

करण्याच्या दृष्टीने पुरेसे आहे. ज्या पद्धतीने ती व्याख्या वतसऱ्या आवण चौथा कसोटीच्या पभतयतेची ग्वाही देते, 
म्हणजे वगांच्या वगांची शक्यता आवण वगय स्वतःचा सदस्य असणे ककवा नसणे ह्याची अशक्यता, ठरवते, ती 
काहंीशी तावंत्रक आहे; ती Principia Mathematica मध्ये स्पष्ट केली आहे, पण येथे ते वववचेन गहृीत धरून 
चालण्यास हरकत नाही. पवरणामतः आपली पाचवी कसोटी सोडता आपले काम पभणय झाले आहे असे 
समजता येईल. ही कसोटी अत्यंत महत्त्वाचीही आहे आवण अत्यतं अवघडही आहे. पण ही कसोटी 
आतापयंत आपण जे काय माडंले तेवढ्या आधारावर, पभणय झाली आहे असे म्हणता येणार नाही. ह्या 
अडचणीचा सबंधं जावत-मीमासेंशी आहे, आवण वतची चचा थोडक्यात केली पावहजे. [ले. टी. : ज्या वाचकाला 
सपंभणय चचा हवी असेल त्याने Principia Mathematica पवरचय, प्रकरण II; आवण ❋ १२ पाहावते.] तार्मकक जातींची उतरंड असभ 
शकते, हे आपण तेराव्या प्रकरणात पावहले. आवण तसेच, एका जातीच्या वस्तभ-ऐवजी दुसऱ्या जातीची वस्तभ 
घालभ  देण्याने तकय दोष कसा वनमाण होतो, हेही पावहले. आता वदलेली एकच वस्तभ a, पक्ष म्हणभन घेऊ 
शकतील, अशी वनरवनराळी फले एकाच जातीची नसतात, हे दाखवणे अवघड नाही. त्या सवय फलानंा 
आपण a-फले म्हणभ. यापकैी ज्या फलाचंा आपल्या समुदायाशी, असलेला सबंधं अतंिभतं नाही, अशी फले 
आपण प्रथम घेऊ; ह्यानंा आपण “ववधेयकारक (Predicative) a-फले” म्हणभ. आता जर आपण सवय 
ववधेयकारक a-फलाचंा संदिय अंतिभयत असलेल्या फलाकंडे वळलो, आवण ही फले आपण ववधेयकारक 
a-फलाचं्या जातीचीच आहेत असे माडंले तर आपण तकय दोषात गुरफटभ. “a हा एक नमुनेदार फ्रें च मनुष्ट्य 
आहे” अशासारखे नेहमीच्या व्यवहारातले एक ववधान घ्या. आपण “नमुनेदार” फ्रें च मनुष्ट्य ह्याची व्याख्या 
कशी करणार? त्याची व्याख्या आपण “बहुसखं्य फ्रें च माणसाकंडे असणारे गुण असणारा” अशी करू शकभ . 
पण जोपयंत गुणाचं्या साकल्याचा (Totality) सदंिय ज्यात नाही अशापरुतेच “सवय गुण” मयावदत ठेवणार 
नाही तोपयंत आपल्याला असे आढळभन येईल की बहुसखं्य फ्रें च लोक वरील अथाने नमुनेदार नाहीत. 
म्हणभन व्याख्येवरून असे वदसेल की नमुनेदार फ्रें च मनुष्ट्य नसणे हेच नमुनेदार फ्रें च मनुष्ट्याला आवश्यक 
आहे. हा तार्मकक व्याघात नव्हे कारण नमुनेदार फ्रें च लोक अस्स्तत्वात असावते असे समजण्यास कोणतेही 
कारण नाही. पण यामुळे गुणाचं्या साकल्याचा संदिय ज्यात अंतिभयत आहे असा गुण, तसा संदिय ज्यात नाही 
अशापंासभन वगेळे करण्याची आवश्यकता स्पष्ट होते. [पृ.१८९] 

 
ज्या वळेी एखादे चल, जी मभल्ये साथयपणे घेऊ शकेल अशा “सवय” ककवा “काही” मभल्याबंद्दलच्या 

ववधानामुळे आपण नवीन वस्तभ वनमाण करतो, त्या वळेी ही नवीन वस्तभ आपल्या पभवीच्या चलाने घेतलेल्या 
मभल्यामंध्ये अंतिभयत असता कामा नये. कारण जर ती तशी असेल तर जी जी मभल्ये ते घेऊ शकेल त्याचं्या 
साकल्याची व्याख्या स्वतःच्याच रूपात करता येईल आवण आपण पनु्हा एका दुष्ट चक्रातं गुरफटभ. 
उदाहरणाथय, मी जर असे म्हटले की “मोठ्ठा नेता होण्यासाठी आवश्यक ते सवय गुण नेपोवलयनजवळ होते” 
तर, “गुणाचंी” व्याख्या मी अशा तऱ्हेने केली पावहजे की त्यामंध्ये आता जे मी काय म्हणतो आहे त्याचा 
अंतिाव होता कामा नये. म्हणजे गुण ह्याचा जो अथय आपण समजलो आहोत त्यातच “मोठ्ठा नेता 
होण्यासाठी लागणारे सवय गुण असणे” हे अंतिभयत असता कामा नये. हे पुष्ट्कळसे स्पष्ट आहे. आवण हे तत्त्व, 
वजच्यामुळे दुष्टचक्रात्मक ववरोधािास टाळता येतील अशा जावतमीमासेंकडे आपल्याला नेते. a-फलानंा 
लागभ असलेला “गुण” चा अथय म्हणजे “ववधेयफले” असे आपण समजभ शकभ . मग मी जेव्हा म्हणतो की 
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“नेपोवलयनजवळ इ. इ.” त्या वळेी “नेपोवलयन सवय ववधेयकारक फलाचें समाधान करतो, इ.” असे मला 
म्हणावयाचे असते. ह्या ववधानामुळे नेपोवलयनला एक गुण लागभ होतो. पण ववधेयकारक गुण लागभ होत 
नाही; आवण ह्याप्रमाणे आपण दुष्टचक्रातभन वनसटतो. पण जर दुष्टचक्र टाळावयाचे असेल तर, जेथे जेथे 
“अशा प्रकारची सवय फले” असा वाक्प्रयोग उद िवतो तेथे संबंवधत फले एकाच जातीपरुती मयावदत ठेवली 
पावहजेत. मग नेपोवलयन ककवा नमुनेदार फ्रें च मनुष्ट्य ह्या उदाहरणानंी दाखवल्याप्रमाणे पक्षाच्या जातीवरून 
त्याचंी जाती वनवित होते असे नव्हे हे वदसभन येईल; हा मुद्दा पभणय स्पष्ट करण्यासाठी कदावचत आणखी 
तपशीलवार वववचेन आवश्यक असेल. पण एखादा वदलेला पक्ष (मभल्य म्हणभन) घेणाऱ्या फलाचं्या जाती 
असंख्य असतील हे स्पष्ट करण्यात आतापयंत जे काय माडंले ते पुरेसे आहे. n ही एक सान्त संख्या वदली 
असता, पवहल्या n जातीतभन वफरू शकेल असे चल आपण ववववध तावंत्रक पद्धतीने घडवभ शकभ ; पण सवय 
जातींतभन वफरू शकेल असे चल आपण घडवभ शकणार नाही. आवण जर तसे शक्य झाले तर लागलीच 
आपल्याला तोच पक्ष असलेले नवीन जातीचे फल वमळेल आवण मग सवय प्रवक्रया पुन्हा चालभ  होईल. 
[पृ.१९०] 

 
आपण ववधेयकारक फलानंा परहल्या जातीची a-फले म्हणभ; पवहल्या जातीच्या फलाचं्या 

साकल्याचा संदिय असणाऱ्या a-फलानंा दुसऱ्या जातीची फले म्हणभ; इ० कोणतेही चल a-फल ह्या सवय वमन्न 
जातीतभन वफरू शकणार नाही; कोठल्या तरी एका जातीपाशी ते थाबंले पावहजे. 
 

हे ववचार, सावधत व्याप्तीदशयक फलाच्या आपल्या व्याख्येशी सुसंगतच आहेत. तेथे आपण “∅x शी 
आकावरकपणे समानाथी असलेल्या फलावंवषयी बोललो”. आपल्या फलाची जात कोणती याचा वनणयय 
करणे आवश्यक आहे. कोणताही वनणयय चालेल, पण वनणयय टाळता येणार नाही. आकावरकपणे समानाथी 
आहे असे ज्याच्याबद्दल मानले आहे ते फल, ψ मानभ. मग ψ हे चल असल्याचे वदसेल. आवण ते कोणत्यातरी 
एका वनवित जातीचे असले पावहजे. ∅ च्या जातीववषयी आपल्याला जर काही मावहती असेल तर ते 
वदलेल्या जातीचे पक्ष घेते इतकेच; म्हणजे ते (समजा) a-फल आहे इतकेच मावहती आहे. पण तेवढ्यामुळे, 
आताच आपण पावहल्याप्रमाणे, त्याची जात ठरत नाही. जर आपल्याला (आपल्या पाचव्या कसोटीनुसार) 
ज्याचं्या सदस्याचंी जात a सारखीच आहे अशा सवण वगांचा ववचार करावयाचा असेल तर आपल्याला अशा 
सवय वगांची व्याख्या कोणत्यातरी एका जातीच्या फलाचं्या साह्याने करता आली पावहजे. म्हणजे असे की, 
कोणत्यातरी जातीचे–समजा n–व्या–a-फल अस्स्तत्वात असले पावहजे; हे फल असे असाव े की, 
कोणतेही a-फल n−व्या जातीच्या कोणत्यातरी a-फलाशी आकावरकपणे समानाथी असेल. जर असे असे 
असेल तर, n–व्या जातीच्या a-फलाकंरता सत्य असणारे कोणतेही व्याप्तीदशयक फल कोणत्याही 
a-फलाकरता सत्य असते. मुख्यतः हा पवरणाम घडवणाऱ्या गृहीताला मभतय स्वरूप देण्याकरता तावंत्रक 
साधन म्हणभन वगय उपयुक्त आहेत. ह्या गहृीताला “सकें्षपणीयनेचा (Reducibility) वसद्धातं” म्हणतात; तो 
असा माडंता येईल:– [पृ.१९१] 

 
“ववचाराधीन जातीच्या एखाद्या फलाशी आकावरकपणे समानाथी असेल अशा प्रकारच्या a-फलाचंी 

एक जाती (समजा r) अस्स्तत्वात असते.” 
 

जर हा वसद्धातं गृहीत धरला तर आपल्या संबंवधत (Associated) व्याप्तीदशयक फलाची व्याख्या 
करण्याकरता आपण या जातीची फले वापरू. सवय a-वगांबद्दलच्या (म्हणजे a-फलानंी व्याख्या केलेल्या 
सवय वगांबद्दलच्या) ववधानाचंा संके्षप  τ जातीच्या सवय फलाबंद्दलच्या ववधानामंध्ये करता येईल; जोवर केवळ 
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व्याप्तीदशयक फलाचंा संबधं असेल तोवर याच्यामुळे व्यवहारात, एरवी ज्याला “सवय a-फलाचंी” असिंाव्य 
कल्पना लागली असती, असे वनष्ट्कषय वमळतील. वजथे ही गोष्ट अत्यतं महत्त्वाची आहे असे एक के्षत्र म्हणजे 
गवणती ववगमन. 

 
वगांच्या मीमासेंला खरोखर जे काही अत्यावश्यक असते त्या सवांचा अंतिाव संके्षपणीयतेच्या 

वसद्धातंामध्ये होतो. त्यामुळे तो सत्य मानण्याकरता काही सबळ कारण आहे ककवा नाही ही शकंा रास्तच 
ठरेल. 

 
गुणन-वसद्धातं आवण अनंताचा वसद्धातं याप्रमाणे हा वसद्धातंही काही गोष्टींसाठी आवश्यक आहे. 

पण वनगमनात्मक काययकारण-मीमासेंच्या वनव्वळ अस्स्तत्वाकरता आवश्यक नाही. १४ व्या प्रकरणात स्पष्ट 
केलेली वनगमन-मीमासंा आवण “सवय” आवण “काही” याचंा अंतिाव असलेल्या प्रववधानाचें वनयम, हे 
गवणती युवक्तवादाचे अंतरंगच होत: त्याचं्याववना ककवा तत्सम इतर काही वनयम नसतील तर, आपल्याला 
केवळ तसलेच पवरणाम वमळणार नाहीत, इतकेच नव्हे तर कुठलेच पवरणाम वमळणार नाहीत. आपण ते 
गृहीत म्हणभन वापरू शकणार नाही आवण त्याचं्यापासभन अनुमानेही काढभ  शकणार नाही, कारण ते वनगमनाचे 
वनयमही आहेत आवण पक्षववधानेही आहेत. ते वनर्मववादपणे सत्य असले पावहजेत. नाहीतर त्याचं्या 
साहाय्याने वनगवमत केलेले पवरणाम पक्षववधानापंासभन वनघणेसुद्धा शक्य होणार नाही. उलटपक्षी, पभवीच्या 
इतर दोन गवणती वसद्धातंाप्रमाणे सकें्षपणीयतेचा वसद्धातंसुद्धा प्रत्यक्षतः सत्य आहे असे मानण्या-ऐवजी ज्या 
ज्या वळेी लागेल त्याच वळेी तो गृहीत धरून आरंि करणे चागंले. त्याचे वनष्ट्कषय आपण त्यावरूत तत्त्वतः 
वनगवमत करू शकभ ; तो असत्य आहे असे मानभनही त्याचे वनष्ट्कषय वनगवमत करता येतील. म्हणभन तो केवळ 
सोईचा आहे इतकेच. आवश्यक आहे असे नाही. जावतमीमासंा स्क्लष्ट असल्याने आवण वतची सामान्य तत्त्व े
सोडली असता इतर तत्त्व ेफार अवनवित असल्यामुळे, संके्षपणीयतेचा वसद्धातं अवजबात टाळभन जाण्याचा 
काही मागय आहे ककवा कसे हे सागंणे अद्यावपही शक्य झालेले नाही; तरीसुद्धा वर माडंलेल्या मीमासेंच्या 
रूपरेषेची अचभकता गृहीत धरल्यास ह्या वसद्धान्ताच्या सत्यासत्यतेववषयी आपण काय सागंभ शकभ ? [पृ.१९२] 
 

हा वसद्धान्त म्हणजे लायबवनत्सच्या, दृवष्टगोचर नसणाऱ्या वस्तभंच्या एकात्मतेचे सामान्यीकृत रूप 
आहे असे वदसेल. दोन विन्न कत्यांमध्ये ववधेयाचं्या दृष्टीने फरक असला पावहजे असे लाईस्ब्नत्सने तार्मकक 
तत्त्व म्हणभन गृहीत धरले होते. आता ववधेये म्हणजे ज्याला आपण “ववधेयकारक फल” म्हटले त्यापंकैीच 
काही होत. या फलामंध्ये, वदलेल्या फलाचें संबधंही आहेत आवण ज्यानंा ववधेय म्हणता येणार नाही असे 
ववववध धमयही आहेत. म्हणभन लायस्ब्नत्सचे गृहीत आपल्यापेक्षा अवधक काटेकोर आवण संकुवचत आहे. 
(अथात त्याच्या तकय शास्त्राप्रमाणे नव्हे, त्या तकय शास्त्रामध्ये सवण प्रववधाने कता-रवधेय या रूपात सवंक्षप्त करता 
येतात असे माडंले जाते.) पण त्याच्या पद्धतीवर, मला वदसते आहे त्याप्रमाणे, ववश्वास ठेवण्यास चागंलेसे 
कारण नाही. “ववधेय” हा शब्द आपण ज्या संकुवचत अथाने वापरीत आहोत त्या अथाने ज्यानंा नेमके तेच 
ववधेय असेल अशा दोन वस्तभंचे अस्स्तत्व शुद्ध तकय शास्त्रदृष्ट्ट्या प्रस्थावपत करणे अगदी शक्य आहे. ववधेयाच्या 
ह्या संकुवचत अथाच्या पलीकडे गेल्यास आपला वसद्धातं कसा वदसेल? प्रत्यक्ष जगात स्थलकालवववकेामुळे 
(Spatio-temporal differntiation) वस्तुमात्राचं्या सत्यतेववषयी शकंा घेण्यास जागा आहे असे वदसत 
नाही. कोणत्याही वस्तभचा इतर सवय वस्तभंशी नेमका तोच स्थलकालवाचक संबधं असभ शकणार नाही. पण हा 
एक अपघात आहे; ज्या जगात आपण राहतो, तेथील ही पवरस्स्थती आहे. शुद्ध तकय शास्त्र आवण शुद्ध गवणत 
(दोन्ही एकच) याचंा हेतभ, लाईस्ब्नत्सच्या पवरिाषेत सवय प्रकारच्या जगात सत्य राहणे हा आहे; केवळ 
आताच्या अस्ताव्यस्त व यदृच्छेवर (chance) अवलंबभन असणाऱ्या जगातच सत्य राहणे इतकाच नव्हे. 
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तकय शास्त्रज्ञाने काही एक प्रकारचा आब राखभन रावहले पावहजे; आसपास त्याला जे काय वदसते त्यावरुन 
युवक्तवाद करण्याचा कमीपणा त्याने पत्करता कामा नये. 

 
कठोर तकय शास्त्राच्या दृष्टीतभन पावहले असता, संके्षपणीयतेचा वसद्धातं, ही तार्मकक गरज आहे. 

म्हणजे, तो सवयच (प्रकारच्या) जगात सत्य असतो, असे मानण्यास मला काही कारण वदसत नाही. म्हणभन 
तकय -पद्धतीमध्ये ह्या वसद्धातंाचा प्रवशे होणे, मग तो अनुिवान्ती सत्य ठरत असला तरी, म्हणजे एक दोषच 
आहे. याच कारणास्तव वगयमीमासंा ही वणयनमीमासेंइतकी पवरपभणय मानता येत नाही. जावतमीमासेंच्या के्षत्रात 
आणखी कायय करण्याची आवश्यकता आहे. अशा तऱ्हेचा शकंास्पद वसद्धातं वजच्यात लागत नाही अशी, 
वगांची मीमासंा त्यामुळे प्राप्त होईल अशी आशा आहे. पण प्रस्तुतच्या प्रकरणात स्थभलपणे माडंलेली मीमासंा 
मुख्य दृष्टीने, म्हणजे वगांबद्दलच्या प्रववधानाचें नाममात्र क्षपण (Reduction) ते वगय ज्या फलामुंळे वनवित 
होतात, त्या फलाबंद्दलच्या प्रववधानातं, करण्याच्या दृष्टीने योग्य आहे असे समजणे सयुवक्तक आहे. त्या 
रीतीने वगय हे वस्तभ म्हणभन घेण्याचे टाळणे कदावचत तत्त्वतः सुयोग्य िासेल, पण तपवशलामध्ये कदावचत 
फार जुळवभन घ्याव ेलागेल अशी शकंा आहे. पण शक्यतो जे शकंास्पद आहे ते वगळण्याची आमची इच्छा 
असतानाही वगयमीमासेंचा अतंिाव आम्ही केला आहे. [पृ.१९३] 

 
स्थभलमानाने वर वणयन केलेल्या वगय मीमासेंचा संके्षप, एक वसद्धातं आवण एक व्याख्या यातं होतो. 

वनवितपणा येण्याकरता आपण येथे त्याचंी पुनरुक्ती करू. वसद्धातं असा: 
 
 τ ही अशी एक जाती अस्स्तत्वात आहे की, रदलेली वस्तू पक्ष म्हर्नू घेऊ शकेल असे ∅ हे जि फल 

असेल; ति  τ च्याच जातीचे आरर् ∅ शी आकारिकिीत्या समानार्ी असेल असे ψ हे एक फल अस्स्तत्वात 
असते.  

 
व्याख्या अशी: 
 
जि रदलेली वस्तू पक्ष म्हर्ून घेऊ शकेल असे ∅ हे एक फल असेल आरर् τ म्हर्जे विील 

रसद्धातंात उल्लरेखलेली जाती असेल ति, ∅ ने रनरित केलेल्या वर्गाजवळ f हा धमण आहे असे म्हर्रे् 
म्हर्जेच, ∅ शी आकारिक समानार्ी असर्ािे, τ ह्या जातीचे आरर् f हा धमण असर्ािे 
फल अस्स्तत्वात आहे असे म्हर्रे् होय. 
 

❑❑❑ 
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प्रकरण १८ 
 

गणित आणि तकय शास्त्र 
 
एवतहावसकदृष्ट्ट्या बोलावयाचे तर गवणत आवण तकय शास्त्र ह्या दोन ज्ञानशाखा संपभणयतः विन्न आहेत. 

गवणताचा संबधं शास्त्राशी (ववज्ञानाशी) होता, तर तकय शास्त्राचा संबधं ग्रीकाशंी होता. पण सध्याच्या काळात 
दोन्हींचा ववकास झाला आहे. तकय शास्त्र हे अवधक गवणती झाले आहे आवण गवणत हे अवधक तार्मकक झाले 
आहे. पवरणामतः दोहोंमध्ये सीमारेषा काढणे आता पभणय अशक्य झाले आहे; खरे म्हणजे दोन्ही एकच आहेत. 
त्याचं्यात बाल आवण प्रौढ असला फरक आहे; तकय शास्त्र म्हणजे गवणताचे बाल्य आवण गवणत म्हणजे 
तकय शास्त्राचे प्रौढत्व. ह्या दृवष्टकोणाला तकय शास्त्रज्ञाचंा ववरोध आहे. कारण त्यानंी आपला वळे पारंपवरक 
गं्रथाचंा अभ्यास करण्यात घालवलेला असल्याने, प्रतीकात्मक युवक्तवाद समजण्यास ते असमथय बनले 
आहेत; उलटपक्षी, गवणतज्ञानंी केवळ तंत्राचा अभ्यास केला आवण त्याचा अथय ककवा त्याचा उपयोग ह्याची 
चौकशी करण्याच्या फंदात ते पडले नाहीत, म्हणभन त्याचंाही ववरोध आहे. सुदैवाने दोन्ही प्रकारचे लोक हळु 
हळभ ववरळ होत चालले आहेत. आधुवनक गवणतातील केवढे तरी कायय हे उघडपणे तकय शास्त्राच्या सीमा 
रेषेवर आहे. आधुवनक तकय शास्त्रातील पुष्ट्कळसे कायय प्रतीकात्मक आकावरक (Formal) आहे, त्यामुळे 
तकय शास्त्र व गवणत याचं्यातील घवनष्ट सबंंध प्रत्येक ववद्यार्थयाला स्पष्ट वदसतो. त्याचं्या एकरूपतेची वसद्धता 
म्हणजे अथातच तपशीलाचा प्रश्न आहे: तकय शास्त्रातील म्हणभन सावयवत्रकपणे मान्य असलेल्या 
पक्षववधानापंासभन आरंि करून गवणतात जे पवरणाम वमळत आहेत असे उघड वदसते अशा पवरणामापयंत 
वनगमनाच्या पद्धतीने पोचल्यावर आपल्याला असे वदसेल की एका बाजभला तकय शास्त्र आवण दुसऱ्या बाजभला 
गवणत येईल अशी स्पष्ट वविागणी करणारी रेषा काढणे कोणत्याच अवस्थेत शक्य नाही. तकय शास्त्र आवण 
गवणत याचंी एकात्मता अजभनही जे कोणी स्वीकारीत नसतील, त्यानंा आमचे आव्हान आहे की, Principia 
Mathematica मधील, व्याख्या आवण वनगमन यातील कोणत्या वठकाणी तकय शास्त्र सपंवभन गवणत सुरू होते 
हे त्यानंी दशयवाव.े मग हे स्पष्ट होईल की कोणतेही उत्तर हे काल्पवनकच असेल. [पृ.१९४] [पृ.१९५] 
 

ह्या पुस्तकाच्या प्रारंिीच्या प्रकणातं स्वािाववक सखं्यापंासभन आरंि करून आपण प्रथम 
“प्रधानाकंाचंी” व्याख्या केली, आवण सखं्याकल्पनेचा ववस्तार कसा करावयाचा ते दाखववले; आवण ह्या 
व्याख्येत अंतिभयत असणाऱ्या कल्पनाचें ववश्लेषण इतके केले की शवेटी आपण तकय शास्त्राच्या मभलतत्त्वापंाशी 
आलो असल्याचे आढळभन आले. रचनात्मक आवण वनगमनात्मक वववचेनामध्ये ही मभलतत्व ेप्रथम येतात, 
आवण स्वािाववक संख्या, अगदी दीघय प्रवासानंतर येतात. असे वववचेन आपण स्वीकारलेल्या वववचेनाहभन 
आकावरकदृष्ट्ट्या अवधक चभक असले तरी वाचकाचं्या दृष्टीने अवधक अवघड असते, कारण ज्या अंवतम 
तार्मकक कल्पना आवण प्रववधानापंासभन त्यात सुरुवात होते ती स्वािाववक संख्यापेंक्षा फार दभरची आवण 
अपवरवचत असतात. वशवाय ते ज्ञानाचे आजचे वक्षवतज तेवढेच दशयवतात आवण त्यापलीकडचे तर अद्यावप 
अज्ञातच आहे; तसेच त्याचं्याववषयीच्या ज्ञानाचे के्षत्रही अजभन फारसे स्स्थर नाही. 

 
गवणत हे “राशीचे (Quantity)” शास्त्र आहे असे म्हटले जात असे “राशी” हा शब्द सवंदग्ध आहे, 

पण युवक्तवादाकरता आपण त्याऐवजी “संख्या’ हा शब्द घेऊ. गवणत हे सखं्याचें शास्त्र आहे, हे ववधान दोन 
प्रकारे खोटे आहे. एक म्हणजे ज्यात संख्याचंा सपंकय ही नाही अशा, गवणताच्या मान्य शाखा आहेत वनदेशक 
(Coordinate) ककवा मापन याचंा वापर न करणारी सपंभणय िभवमती, प्रके्षपीय आवण वणयनात्मक िभवमती यामंध्ये 
जेथे प्रथमच वनदेशक लागतात तेथवर, संख्याचंा सबंंध येत नाही. ककवा मोठा आरर् लहान ह्या अथी सुद्धा 
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राशींचा सबंंध येत नाही. दुसरीकडे प्रधानाकंाचं्या व्याख्येतभन, ववगमन आवण अनुवशंमीमासेंतभन, 
मावलकाचं्या सामान्य मीमासेंतभन आवण अकंगवणती वक्रयाचं्या व्याख्यातंभन, जे केवळ सखं्यापंरुतेच वसद्ध केले 
जात असे त्याचे सामान्यीकरण करणे शक्य झाले आहे. पवरणाम असा की पभवी जो केवळ अंकगवणताचा 
अभ्यास मानला जात असे त्याचे आता वकत्येक शाखामंधभन वविाजन झाले आहे, आवण यापंैकी कोणाचाच 
संख्याशंी ववशषे संबधं नाही. संख्याचं्या अगदी प्राथवमक गुणधमांचा सबंंध एक-एक संबधंाशंी आवण वगांतील 
सादृश्याशी असतो. बेरजेचा संबंध, जे दोन वगय परस्पर ववयुक्त नाहीत अशाशंी सदृश असणाऱ्या पण 
परस्परववयुक्त असणाऱ्या वगांची रचना करण्याशी असते. गुणाकार “उद्ग्ग्रहणाच्या” मीमासेंत म्हणजे 
वववशष्ट प्रकारच्या एक-अनेक संबंधातं बुडभन गेलेला असतो. ज्याच्यातभन गवणती ववगमनाची संपभणय मीमासंा 
जन्माला आली त्या अनुवशंसंबंधाच्या व्यापक मीमासेंमध्ये सान्तता बुडलेली असते. वनरवनराळ्या प्रकारच्या 
संख्यामावलकाचें क्रमाबद्दलचे गुणधमय फलाचं्या सातंत्याची आवण सीमाचंी मीमासंा याचें सामान्यीकरण 
इतके झाले आहे की संख्याचंा कोणताही संदिय आणण्याचे कारण राहात नाही. जास्तीत जास्त 
सामान्यीकरण करावयाचे हे सवय आकावरक कारणमीमासेंचे तत्त्वच आहे. कारण त्यामुळे वदलेली वनगमन 
प्रवक्रया अवधक व्यापक के्षत्रानंा लागभ होऊ शकेल याची आपणाला ग्वाही वमळते; म्हणभन, याप्रमाणे 
अंकगवणताची काययकारणमीमासंा व्यापक करण्यामध्ये आपण गवणतात सवयत्र स्वीकारलेल्या वनयमाचेंच 
पालन करीत असतो. तेव्हा सामान्यीकरण करण्यात, पवरणामी आपण नवीन वनगमनपद्धतीचा सचंच 
वनमाण केला आहे; त्यामध्ये पारंपवरक गवणत एकदम ववरघळभन ववस्तृत झाले आहे; पण या नव्या 
वनगमनपद्धतीतील कोणतीही मीमासंा- उदाहरणाथय उद्ग्ग्रहणाजी मीमासंा- तकय शास्त्रात मोडते असे 
म्हणावयाचे की अंकगवणतात, हा पभणयपणे मजीचा प्रश्न अमभन त्याचा वनणयय बदु्धीच्या जोरावर लावता येणार 
नाही. [पृ.१९६] 
 

यामुळे आपण पुढील प्रश्नाच्या अगदी समोर येऊन ठेपतो: ज्याला गवणत ककवा तकय शास्त्र यापकैी 
काहीही म्हणता येईल असा हा कोणता ववषय आहे? त्याची व्याख्या करता येईल असा काही एक मागय आहे 
काय? 

 
ह्या ववषयाची काही त्स्थागे स्पष्ट आहेत. प्रारंिी, उगवण द्या ववषयात वववशष्ट गोष्टी ककवा वववशष्ट 

गुणधमाचा ववचार करीत नाही. आपण कोर्त्याही गोष्टीबद्दल ककवा कोर्त्याही गुणधमाबद्दल काय म्हणता 
येईल याचा आकावरकपणे ववचार करतो. आवण म्हणजे दोन असे म्हणण्याची आपली तयारी आहे. पण 
सॉके्रटीस आवण प्लेटो म्हणजे दोन असे म्हणण्याची तयारी नाही. तकय शास्त्रज्ञ म्हणभन वकवावंा गवणतज्ञ 
म्हागभन आपण सॉके्रटीस ककवा प्लेटो याचं्याबद्दल कधीही ऐकलेले नाही. ज्या जगात अशा कोणी व्यक्ती 
नसतील त्या जगातही एक आवण एक दोनच राहतील. शुद्ध गवणतज्ञ ककवा तकय शास्त्रश म्हणभन कशाचाही 
उल्लेख करण्यास आपण मुक्त नाही. कारण जर आपण तसे केले तर असंबद्ध गोष्टींचा ककवा जे शुद्ध 
आकारात्मक नाही त्याचा उल्लेख आपण केला असे होईल. सवंवधानाच्या कल्पनेला लागभ करून आपण हे 
स्पष्ट करू. पारंपवरक तकय शास्त्र असे म्हणते की, “सवय माणसे मत्यय आहेत, सॉके्रटीस मनुष्ट्य आहे म्हणभन तो 
मत्यय आहे”. आता हे स्पष्ट आहे की आपण जे प्रवतपादन करू इस्च्छतो, ते, म्हणजे आरंिी तरी, पक्ष- 
ववधानामंध्ये वनष्ट्कषय अविपे्रत इतकेच; पक्षववधाने आवण वनष्ट्कषय प्रत्यक्षतः सत्य आहेत हे नव्हे अगदी सवात 
जुने तकय शास्त्रमुद्धा, पक्षववधानाचं्या प्रत्यक्ष सत्यत्वाचा तकय शास्त्रशी संबधं नाही असे म्हणते. तेव्हा वरील 
पारंपवरक संववधानामध्ये पवहला बदल करावयाचा होता की ते, “जर सवय माणसे मत्यय असतील आवण 
सॉके्रटीस मनुष्ट्य असेल तर सॉके्रटीस मत्यय असतो” अशा रूपात माडंणे. आता, ह्याचा हेतभ हा युवक्तवाद 
त्याच्या आकारामुळेच सप्रमाण आहे, त्यात येणाऱ्या वववशष्ट पदामुंळे नाही, हे सागंणे, हा आहे हे लक्षात 
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घेतले पावहजे. जर आपल्या प्रववधानांमधभन आपण “सॉके्रटीस हा मनुष्ट्य आहे” हे वगळले असते तर 
आपल्याला अनाकावरक युवक्तवाद वमळाला असता, आवण सॉके्रटीस प्रत्यक्षतः मनुष्ट्य आहे म्हणभनच 
स्वीकाराहय ठरला असता; आवण मग आपल्याला सवयसामान्य युवक्तवाद वमळाला नसता. पण जेव्हा युवक्तवाद 
वरीलप्रमाणे, आकावरक असतो त्यावळेी त्यात आढळणाऱ्या पदावर कोणतीही गोष्ट अवलंबभन नसते, आपण 
माणसे ऐवजी α आली मत्ययऐवजी β आवण सॉके्रटीसऐवजी x घालभ शकभ ; येथे α β कोणतेही वगय आवण x ही 
कोणतीही वस्तभ आहे. मग आपल्याला पुढील ववधान वमळते: “x, α आवण यानंा कोणतीही संिाव्य मभल्ये 
वदली असता, जर सवय α, β उग्सतील आवण x, α असेल तर x, β असतो”. वनराळ्या शब्दातं, “जर सवय α, 
β असतील आवण x, α असेल तर x, β असतो' हे प्रववधानफल नेहमी सत्य असते”. सरतेशवेटी, येथे 
आपल्याला तकय शास्त्राचे प्रववधान वमळते. हे प्रववधान सॉके्रटीस आवण मनुष्ट्य आवण मत्यय ह्याचं्याबद्दलच्या 
पारंपवरक ववधानाने सुचवलेलेच प्रववधान होय. [पृ.१९७] 

 
जर आपला हेतभ आकावरक युवक्तवाद; हाच असेल तर, सरतेशवेटी आपण वरीलसारख्या 

प्रववधानापं्रत पोहोचभ, हे उघड आहे; यात प्रत्यक्षपणे कोणत्याही वस्तभ ककवा कोणतेही धमय आढळणार नाहीत; 
जे सामान्यपणे वसद्ध करता येत ते ववशषे प्रकारात वसद्ध करण्यात आपला वळे वाया जाऊ नये, ह्या 
इच्छेतभनच केरळ हे घडभन येईल. सॉके्रटीसबह्ल लाबंलचक युवक्तवाद करावयाचा आवण पुन्हा जवळ जवळ 
तसाच युवक्तवाद प्लेटोबद्दल करावयाचा, हा खुळचटपणा होईल. जर आपला युवक्तवाद (समजा) सवय 
माणसाकंरता सत्य असेल तर तो आपण “जर x मनुष्ट्य असेल” हे गृहीत घेऊन “x” करता वसद्ध करू. हे 
गृहीत स्वीकारल्यास x जरी मनुष्ट्य नसेल तरी युवक्तवादाची तावत्त्वक सप्रमाणता तशीच राहील. पण आता 
आपल्याला असे आढळेल की, x एक मनुष्ट्य आहे असे समजण्याऐवजी तो एक माकड आहे, ककवा एक 
बदक आहे, ककवा एक पंतप्रधान आहे असे मानले तरी आपला युवक्तवाद सप्रमाणच राहील. त्यामुळे आपण 
आपले पक्षववधान “x एक मनुष्ट्य आहे” असे घेऊन, आपला वळे फुकट घालवणार नाही तर “x एक α 
आहे” (येथे α हा वस्तभंचा कोणताही एक वगय) असे ककवा “øx” (येथे ø वदलेल्या एखाद्या जातीचे 
प्रववधानफल आहे) घेऊ, तेव्ह तकय शास्त्रात ककवा गवणतात वववशष्ट गोष्टींच्या वकवा धमांच्या उल्लखेाचा अिाव 
हा, त्याचंा अभ्यास आपण म्हणतो त्याप्रमाणे “शुद्ध आकावरक” असल्याचा पवरणाम आहे. [पृ.१९८] 

 
ह्या वठकाणी आपल्याला अशा एका प्रश्नाला तोंड द्यावयाचे असल्याचे उगढलभन येईल की तो 

माडंण्यास सोपा पण सोडवण्यास कवठण आहे. प्रश्न आसा, “तार्मकक प्रववधानाचे घटक कोणते?” मला 
उत्तर मावहती नाही, पण प्रश्न कसा वनमाण होतो ते सागंण्याचा माझा इरादा आहे. उदाहरणाथय, 
“सॉके्रटीस, अॅवरस्टॉटलच्या आधी झाला” हे प्रववधान घ्या. येथे हे उघड वाटते आहे की आपल्याकडे दोन 
पदातंील एक संबधं आहे, आवण प्रववधानाचे धटक (तसेच संबंवधत घटनेचेही) घटक, केवल दोन पदे आवण 
त्याचं्यातील एक संबंध, म्हणजे सॉके्रटीस, अॅवरस्टॉटल आवण आधी इतकेच आहेत. (सॉके्रटीस, 
अॅवरस्टॉटल हे घटक साव ेनाहीत ह्या गोष्टीकडे मी दुलयक्ष करतो. ह्यातील कोणत्याही बाबीचा प्रस्तुतच्या 
मुद्याशी संबधं नाही.) अश्या प्रववधानाचंा सामान्य आकार आपण “xRy” आसा व्यक्त करू; तो “x चा y शी R 
संबंध आहे" असा वाचभ तार्मकक प्रववधानात सामान्य आकारच येऊ शकेल. पण कोणताही वववशष्ट प्रकार 
उद्धिवणार नाही. सामान्य उगफारच अशा तार्मकक प्रववधानाचें घटक असतो असे उरनुमान आजा 
करावयाचे काय? 

 
“सॉके्रटीस, अवॅरस्टॉटलच्या आधी झाला” अशा प्रकारचे प्रववधान वदले असता आपल्याकडे काही 

घटक असतात उगवण वववशष्ट आकारही असतो. पण हा उगकार मात्र घटक नव्हे; जर तसा असता तर तो 
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आवण इतर घटक ह्यानंा व्यापणारा आणखी एक आकार लागला असता. खरे तर आपणप्रववधानाच्या सवण 
घटकाचें रूपातंर त्याचा आकार न बदलता, चलामंघ्ये करू शकभ . ज्या वळेी आपण “xRy” अशासारखी 
रचना वापरतो त्या येळी आपण हेच करतो. ज्यात दोन पदामंधील संबधं प्रवतपादन केलेला असतो अशा 
प्रकारच्या प्रववधानाच्या कोणत्याही वगाचे, ही रचना प्रवतवनवधत्व करते. “xRy कधी कधी सत्य असते” 
म्हणजे वद्वपद सबंंध (Dual relations) असभ शकतात, अशा साररव्या सामान्य प्रवतपादनाकडे आपण वळभ 
शकभ . हे प्रवतपादन तकय शास्त्रात (ककवा गवणतात) ज्या अथाने आपण हा शब्द वापरतो आहोत त्यानुसार, 
मोडेल. पण ह्या प्रवतपादनात आपण कोणत्याही वववशष्ट वस्तभंचा ककवा संबधंाचंा उल्लेख करणार नाही; 
कोणत्याही वस्तभंचा ककवा वववशष्ट संबधंाचंा प्रवशे शुद्ध तकय शास्त्रात कधीही होऊ शफणार नाही. तार्मकक 
प्रववधानाचें घटक म्हणभन आपल्याजवळ शुद्ध आकािच तेवढे उरतात. [पृ.१९९] 
 

आपण ज्या प्रकारची प्रववधाने पाहतो आहोत त्यात “xRy” सारखे शुद्ध आकार प्रत्यक्षतः येतातच, 
असे मुद्दाम म्हणण्याची माझी इच्छा नाही. परस्परववरुद्ध मतामुंळे अशा प्रववधानाचं्या ववश्लेषणाचा प्रश्न 
अवघड आहे. ह्या प्रश्नाला आपण आताच हात घालभ  शक्त नाही. पण पवहली पायरी म्हणभन, आकािच हे 
तार्मफक प्रीवधाना-मध्ये त्याचें घटक म्हणभन प्रवशे करतात हा दृवष्टकोण स्वीकारू, आवण प्रववधानाचा आकार 
म्हणजे आपल्याला काय म्हणायचे आहे ते खालीलप्रमाणे स्पष्ट करू (औपचावरक व्याख्या करणार नाही):- 
 

प्रववधानातील कोणत्याही घटकाबद्दल दुसरा घटक घातला असता प्रववधानात जे काही अचल 
राहते तोच त्याचा “आकार” होय. 
 

तेव्हा “सॉके्रटीस अवॅरस्टॉटलच्या आधी झाला” याचा आकार, त्या प्रवव धानातंील घटक वेगळे 
असले तरीही, “नेपोवलयन वकेलग्टनपेक्षा मोठा होता” याच्या- सारखाच आहे. 
 

यावरून तार्मकक गवणती प्रववधानाचे एक आवश्यक (परेुसे नसेल) लक्षण माडंभ . ज्या प्रववधानात 
चले नाहीत (म्हणजे सवण, काही. एक, रवरशष्ट, इ. शब्द नाहीत) अशा प्रववधानातंील घटकाएंवजी चले 
घालभन आवण होणारा पवरणाम सदैव सत्य असल्याचे ककवा कधीकधी सत्य असल्याचे ककवा काही 
चलाचं्याबाबतीत सदैव सत्य असल्याचे, वमलभ  शकते, ककवा ह्याचंीच ववववध रूपे प्रवतपादन कल ती वमळभ 
शकतात, तीच गोष्ट माडंण्याचा दुसरा मागय म्हणजे तकय शास्त्राचा (ककवा गवणताचा) संबधं फक्त 
आकािापुिताच असतो. तसेच ते सदैव ककवा कधीकधी सत्य असल्याचे सागंण्याच्या पद्धतीशी असतो. 
“सदैव” आवण “कधीकधी” ह्याचें होतील तेवढे पयाय यात आले तरी चालतील. [पृ.२००] 

 
प्रत्येक िाषेत असे काही शब्द असतात की ते फक्त आकारच दशयववतात. हे शब्द, स्थभलमानाने 

बोलावयाचे तर िापामंधभन सवयत्र आढळतात उरावण कमीत कमो बदलतात. “सॉके्रटीस मनुष्ट्य आहे” हे 
ध्या. तेथे “आहे” हा प्रववधानाचा घटक नव्हे पण तो कता-ववधेय असा आकार दशयववतो. तसेच “सॉके्रटीस, 
अॅवरस्टॉटलच्या आधी झाला” यात “झाला” आवण “च्या” हे केवळ आकार दशयववतात; हे प्रववधान 
“सॉके्रटीस अॅवरस्टॉटलपभवी” यासारखेच आहे. यात वरील शब्द नाहीसे झाले असभन तोच आकार वनराळ्या 
पद्धतीने दशयववला आहे. आकार, सवयसामान्यतः वववशष्ट शब्दा-ंवशवाय वनराळ्या पद्धतीनेही दशयववणे शक्य 
असते. शब्दाचंा क्रम इष्ट ते घडवभ शकतो. पण हे तत्त्व फार वाकार नये. उदाहरणाथय, एकही शब्द न वापरता 
प्रववधानाचें (म्हणजे ज्याला आपण “सत्यता-फले” म्हणतो त्याचें) सभक्ष्म आकार सोईस्करपणे कसे व्यक्त 
करावते हे पाहाणे कवठण आहे. ह्याकरता एक शब्द (ककवा प्रतीक) पुरेसा असतो हे आपण १४ व्या 
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प्रकरणात पावहले. जसे अननुरूपता व्यक्त करण्याकरता एक शन (ककवा प्रतीक) परुतो. पण एकही शब्द 
वापरायचा नसेल तर आपण अडचणीत सापडभ . तरी-सुद्धा, आपल्या प्रस्तुत हेतभच्या दृष्टीने हा मुद्दा महत्त्वाचा 
नाही. आकार हा सवय-सामान्य प्रववधानाचा महत्वाचा ववचार असतो हे पाहणे हेच महत्त्वाचे आहे, मग 
त्यातील एकाही शब्दाने ककवा प्रतीकाने आकार सुचवला जात नसेलही. आपल्याला जर आकाराबद्दलच 
बोलावयाचे असेल तर त्याकरता आपल्याला शब्द लागेल; पण आपल्याला जर, गवणतातल्याप्रमाणे, ज्यानंा 
आकार उगहे अशा सवय प्रववधानाबंद्दल बोलावयाची इच्छा असेल तर बहुधा आकारासाठी शब्द आवश्यक 
नसल्याचे आढळभन येईल; तावत्त्वक चचेत तर बव्हंशी तो कधीच आवश्यक नसतो. 

 
प्रववधानाचें आकार, ज्यात आकारासाठी कोणताही वववशष्ट शब्द वापरला नसेल अशा प्रववधानातं 

व्यक्त केलेल्या आकाराचं्या रूपात, व्यक्त किता येतात, असे गहृीत धरल्यास (तसे करता येईल असे मला 
वाटते), आपण अशा िाषेपयंत पोहोचभ की वजच्यात सवय औपचावरक गोष्टी, वाक्यरचना - ववचारातील 
असतील, शब्दसंग्रहातील नसतील- अशा िाषेतील एक शब्दही जरी आपणाला माहीत नसला तरी, त्या 
िाषेत गवणताची सवण प्रववधाने आपण व्यक्त करू शकभ . गवणती तकय शास्त्राची िाषा, पवरपभणय केल्यास ती अशा 
तऱ्हेची एक िाषा होईल. आपल्याकडे ववववध प्रकारे रचलेल्या चलासंाठी “x” आवण “R” आवण “y” 
अशासारखी प्रतीके असतील; आवण रचनेचा प्रकार चलाचं्या सवय मभल्याकंरता, ककवा काही मभल्याकंरता 
सत्य असल्याबद्दलचे काही तरी सुचवील. आपल्याला एकही शब्द मावहती नसला तरी चालेल, कारण 
चलानंा मभल्ये देण्यापुरतेच ते लागतात. हे काम प्रयुक्त र्गरर्तज्ञाचे आहे, शुद्ध गवणतज्ञाचे ककवा 
तकय शास्त्रज्ञाचे नव्हे. तकय शास्त्रातील प्रववधानाचें हे एक वैवशष्ट्ट्यच आहे की, सोईस्कर िाषा वदल्ली असता 
अशा तऱ्हेचे प्रववधान, ज्याला िाषेतील एकही शब्द माहीत नाही पण वाक्यरचना मावहती आहे असा 
कोणताही मनुष्ट्य प्रवतपादन करू शकेल. [पृ.२०१] 

 
पण सरतेशवेटी, आकार व्यक्त करणारे “आहे” आवण “च्या” अशासंारखे शब्द असतातच. आवण 

गवणती तकय शास्त्राकरता आजवर शोधलेल्या प्रत्येफ प्रतीक पद्धती-मध्ये ज्याचंा औपचावरक अथय स्स्थर आहे 
अशी प्रतीके आहेतच. उदाहरणाथय, सत्यता-फले घडववण्याकरता योजलेल्या अननुरूपतेचे प्रतीक आपण 
घेऊ. असे शब्द ककवा प्रतीके तकय शास्त्रात येऊ शकतात. प्रश्न आसा : आपण त्याचंी व्यारख्या कशी 
करणार? 

 
अशा शब्दानंी ककवा प्रतीकानंी, ज्यानंा “तार्मकक स्स्थर (Constant)” म्हणतात ते व्यक्त होतात. 

ज्या पद्धतीने आपण आकाराचंी व्याख्या केली, नेमक्या त्याच पद्धतीने तार्मकक स्स्थराचंी व्याख्या करता 
येईल; खरे म्हणजे, मभलतः ते एकच होत. अनेक प्रववधानामंध्ये समाईक असणारा तो मभलिभत तार्मकक स्स्थर 
होय. या प्रववधानातंील कोणतेही एक दुसऱ्यापासभन एकाऐवजी दुसरे पद घात्लभन वमळभ शकेल. आहरणाथय, 
“वकेलग्टनपेक्षा नेपोवलयन मोठा आहे,” हे अॅवरस्टॉटलपेक्षा सॉके्रटीस आधीचा आहे,” यापासभन 
“सॉके्रटीस” ऐवजी “नेपोवलयन”, “अवॅरस्टॉटल” ऐव्जी “वकेलग्टन” आवण “आधीचा” ऐवजी” “मोठ्ठा” 
घालभन वमळेल. “अॅवरस्टॉटलपेक्षा सॉके्रटीस आधीचा आहे” ह्या नमुन्यापासभनन ह्याप्रकरे काही प्रववधाने 
वमळवता येतील तर काही येणार नाहीत; जी वमळवता येतात ती “xRy” ह्या प्रकारची आहेत, म्हणजे ती 
वद्वपद सबंंधाने व्यक्त करता येतात. एका पदाऐवजी दुसरे पद घालभन वरील नमुन्यापासभन “सॉके्रटीस मनुष्ट्य 
आहे” ककवा “अथेॅन्सवासीयानंी सॉके्रटीसला हेमलॉक (ववषारी फभ ल) वदले” अशा प्रकारची प्रववधाने आपण 
वमळवभ शकणार नाही; कारण पवहले कता-ववधेय या आकाराचे आहे तर दुसऱ्यामध्ये वत्रपद संबंध व्यक्त 
केला आहे. जर आपल्या शुद्ध तार्मकक िाषेमध्ये आपल्याला काही शब्द हव ेअसतील तर त्यानंी “तार्मकक 
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स्स्थर” तेवढेच व्यक्त केले पावहजेत आवण “तार्मकक-स्स्थर” हे नेहमीच, एकतर, जी प्रववधाने वरील प्रकारे 
एका पदाऐवजी दुसरे पद घालभन परस्परापंामभन वनगवमत करता येतात अशातंील समाईक अशी वस्तु असेल 
ककवा वतच्यापासभन साधता येईल. आवण हे जे काही समाईक आहे त्यालाच आपण “आकार” असे म्हणतो. 
[पृ.२०२] 

 
याच अथाने शुद्ध गवणतात जे “स्स्थर” असतात ते सवय तार्मकक स्स्थर असतात, उदाहणानय, 1 ही 

संख्यापुढील प्रकारच्या प्रववधानापंासभन साध्यकरता येईल:” “ज्या वळेी x, c असेल त्यावळेी आली 
त्याचवळेी ∅x सत्य असेल अशा तऱ्हेने c हे एक पद अस्स्तत्वात असते”. हे ∅ चे फल आहे आवण ∅ ला 
ववववध मभल्ये देऊन पुश्कळ वगेवगेळी प्रववधाने वनमाण होतात. आपण (आपल्या प्रस्तुतच्या उदे्दशाशी संबधं 
नसलेत्या मधल्या पायऱ्या थोड्ाशा गाळभन) ∅ च्या वरील पदाचा अथय “∅ ने वनवित केलेला वगय हा एकेरी 
एकेरी वगय होय” हा ककवा “∅ ने वनवित केलेला वगय हा 1 चा सदस्य होय” (1 हा वगोचा वगय आहे) हा घेऊ. 
या प्रकारे ज्या प्रववधानामंध्ये 1 येतो त्याचंा अथय वववशष्ट स्स्थर तार्मकक आकारावरून साधता येतो. सवय 
गवणती स्स्थराचं्या बाबतीत असेच होत असल्याचे आढळेल: सगळे तार्मकक स्स्थर ककवा प्रतीकात्मक सकें्षप 
असभन योग्य अशा संदिात त्याचं्या सपंभणय उपयोगाची व्याख्या तार्मकक स्स्थराचं्या साह्याने करता येईल. 

 
पण सवय तार्मकक (ककवा गवणती) प्रववधाने, तार्मकक स्स्थर आवण चल याचं्या रूपात संपभणयतः व्यक्त 

करता येत आली तरी, व्यत्यासाने, जी प्रववधाने याप्रकारे व्यक्त करता येतात ती तार्मकक असतात असे नव्हे. 
आतापयंत आपण गवणती प्रववधानासंाठी आवश्यक असलेले पण पुरेसे नसलेले गमक शोधभन काढले. 
गवणतातील सवय कल्पनाचंी व्याख्या ज्याचं्या रूपात करता येईल अशा मभलिभत कल्पनाचं्या लक्षणाची 
व्याख्या पुरेशी केली आहे. पण ज्याचं्यापासभन गवणतातील सवय प्रववधाने रनर्गरमत करता येईल अशा मभलिभत 
प्रववधानाचें लक्षण मात्र सावंगतलेले नाही. हे फार अवघड काम आहे आवण त्याचे पभणय उत्तर काय आहे हे 
अद्याप मावहती नाही. 

 
आपण अनंताच्या वसद्धातंाचे उदाहरण घेऊ. हा जरी तार्मि पदाचं्या रूपात माडंता येत असला तरी 

तो सत्य असल्याचे तकय शास्त्राच्या साह्याने प्रवतपादता येणार नाही. तकय शास्त्रान्या सवय प्रववधानाचें एक लक्षण 
ती ववश्रेषणात्मक असतात असे म्हणभन ककवा त्याचंी ववरोधी प्रववधाने आत्मव्याघाती असतात, असे म्हणभन 
व्यक्त करतात. व्याघाताचा (Contradiction) वनयम हा तार्मकक प्रववधानापंैकी केवळ एक आहे; त्याला 
काही ववशषे महत्व नाही; आवण एखाद्या प्रववधानंाचे ववरोधी प्रववधान, आत्मव्याघाती आहे याच्या 
वसद्धतेकरता, व्याघात वनयमाव्यवतवरक्त, वनगमनाची आखणीही तत्त्वे लागण्याची शक्यता आहे. काही 
असले तरी, तार्मकक प्रववधानाचं्या ज्या लक्षणाच्या शोधात आपण आहोत तेच व्याघात वनयमापासभनच्या 
वनगमनीयतेमध्ये अंतिभयत आहे असे काहींना जे वाटत होते ते होय; तशीच व्याख्या त्यानंा करावयाची होती. 
हे लक्षण, त्याला आपण तभतय पनुरुक्ती (Tautology) म्हणभ. ववश्वामधील वस्तुमात्राचंी सखं्या n (n कोणतीही 
संख्या असेल) आहे याच्याशी वनगवडत नाही. जातींमधला ववरोध सोडला तर, n पदाचें (n कोणतीही सान 
संख्या असेछ) वगय असतात असे, ककवा पदाचें वगय असतात असेही तकय शास्त्राने वसद्ध करता येईल. पण 
जातींमुळे अशा वसद्धता, आपग १३ व्या प्रकरणात पवहल्याप्रमाणे, तक्दभयवषत ठरतात. जगामध्ये n वस्तुमात्र 
आहेत की नाहीत हे अनुिवाने आवण वनरीक्षणानंी ठरवण्यावशवाय आपल्याला मागय उरला नाही. सवय 
“संिाव्य” जगामंध्ये, लइस्ब्नत्सच्या अथाने ज्यात एक, दोन, तीन...... वस्तुमात्र आहेत अशीही जगे 
असतील. एक तरी वस्तभ असावी याचीही तफय दृष्ट्ट्या काही गरज आहे असे वदसन नाही, [ले. टी. : Principia 
Mathematica मधील मभलिभत प्रववधानातं, एक तरी वस्तभ असल्याचे गृहीत धरले आहे. पण तकय शास्त्राच्या शुद्धतेच्या दृष्टीने हा दोष आहे असे मला 
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आता वाटते.] इतकेच काय पणा एखादे जग तरी असाव े याचीही आवश्यकता नाही. अस्स्तत्ववादातील 
(Ontology) ईश्वराच्या अस्स्तत्वाची वसद्धता, जर सयुवक्तक असती तर वतच्यामुळे एका तरी वस्तुमात्राची 
आवश्यकता प्रस्थावपत झाली असती. पण सवयसाधारणपणे तो अप्रमाण मानली जाने; खरे म्हणजे ती 
अस्स्तत्वाच्या चुकीच्या दृवष्टकोणावर आधावरत आहे. म्हणजे ज्याचे वणयन होऊ शकते त्याचेच अस्स्तत्व 
प्रवतपादन करता येत, ज्याला नाव देता येत त्याचे नव्हे, हे त्यात ओळखलेले नाही, त्यामुळे “हे वनवित 
अमुक एक अस्स्तत्वात आहे ”, ह्यावरून “ह्याला अस्स्तत्व आहे” असा युवकतवाद करणे अथयशभन्य आहे. जर 
आपण अस्स्तत्ववादाचा युवक्तवाद टाकभ न वदला तर जगाचे अस्स्तत्व हा एक अपवात आहे अशा वनष्ट्कषाकडे 
आपण ढकलले जातो, म्हणजेच ती तकय शास्त्रीय गरज नव्हे. असे असेल तर तकय शास्त्राचे कुठोलेच तत्व, 
गृहीत धरल्या-वशवाय “अस्स्तत्व” प्रवतपावदत करू शकणार नाही. म्हणजेच कोणतेही तत्व, “अमुख एक 
प्रववधानफल कधी कधी सत्य असते”. अशा प्रकारचे असणार नाही. अशा प्रकारच्या प्रववधानानंा, जेव्हा ती 
तकय शास्त्रात उगढळतात तेव्हा, त्यानंा गहृीते म्हणभन ककवा गहृीताचें पवरणाम म्हणभनच याव ेलागते, सपंभणयत: 
प्रवतपावदत प्रववधान म्हणभन नव्हे. काही एक प्रवकधानफल सदैव सत्य असल्याचे माडंभ  शकतील, अशा 
प्रववधानानंा तकय शास्त्राची सपंभणयतः प्रवतपावदत प्रववधाने म्हणता येईल. उदाहरणाथय, जर p मध्ये अविपे्रत q q 
आवण qमध्ये अविपे्रत r तर p मध्ये अविपे्रत r असते, हे ककवा जर सवय α, β असतील आवण x, α असेल तर 
x, β असतो, हेच सदैव सत्य असते. अशी प्रववधाने तकय शास्त्रात येतात आवण त्याचें सत्यत्व ववश्वाच्या 
अस्स्तत्वाच्या वनरपेक्ष असते. ववश्वाला अस्स्तत्वच नसले तरी सवणव्यापक प्रववधाने सत्य ठरतील असे आपण 
माडंभ  शकतो; व्यापक प्रववधानाचं्या ववरोधी म्हणजे (आजा १५ व्या प्रकरणात पावहल्गप्रमाणे) अस्स्तत्व 
प्रवतपादन करणारे प्रववधान होय, आवण म्हणभन जर ववश्वाला अस्स्तत्व नसेल तर ते सदैव असत्यच ठरेल. 
[पृ.२०३] [पृ.२०४] 

 
जी जगाच्या प्रत्यक्ष अभ्यासावशवाय अनुिववनरपेक्षच (A priori) मावहती होतात तीच तार्मकक 

प्रववधाने होत. सॉके्रटीस हा मतला आहे हे आपल्याला केवळ आनुिववक मावहतीच्या अभ्यासामुळेच कळते. 
पण सवंवधान अमभतय रूपात (म्हणजे ज्या वळेी ते चलाचं्या रूपात व्यक्त केले असेल तेव्हा) असतानाच आवण 
अनुिवाला कोणतेही आवाहन न करताच त्याची अचभकता कळते. हे, केवळ तार्मकक प्रववधानाचेंच नव्हे तर 
ज्या मागाने आपण ती समजभन घेतो त्या मागाचेही लक्षण आहे. मात्र त्याचें स्वरूप कसे आहे ह्या प्रश्नावरच 
ते आधारलेले आहे. कारण काही प्रववधाने अशा प्रकारची आहेत की अनुिवाने जाणल्यावशवाय ती कशी 
आहेत हे समजणे अवतशय कठीण होईल. 

 
“ववश्लेषणात्मक” प्रववधानाचं्य जुन्या संबंधानंा नवीन व्याख्या देण्याच्या प्रयत्नातभनच “तकय शास्त्र” 

ककवा “गवणत” याचं्या व्याख्या शोधाव्या लागतील हे स्पष्ट आहे. व्याघात वनयमापासभन वनघतात ती तार्मकक 
प्रववधाने अशी व्याख्या करून, जरी आता आपले समाधान होणार नसले तरी, अनुिवान्ती कळणाऱ्या 
प्रववधानाहंभन त्याचंा वगय पभणयपणे वगेळा आहे हे आपण मान्य करू शकभ , आवण केलेही पावहजे. त्या सवोचे एक 
लक्षण म्हणजे, नुकतेच ज्याला आपण “पनुरुवक्त” म्हणावयाचे ठरवले ते होय. हे आवण त्याच बरोबर, ती, 
चल आवण तार्मकक स्स्थर याचं्या रूपात पभणयपणे व्यक्त करता येतात (सवणच्यासवण घटक बदलले तरी 
प्रववधानामध्ये जी गोष्ट स्स्थर राहते वतला तार्मकक स्स्थर म्हणतात.) ही मावहती तकय शास्त्र ककवा शुद्ध गवणत 
याचंी व्याख्या देईल. क्षणिर, समजा की, मला “पनुरुक्ती” ची [ले. टी. : गवणताच्या व्यख्येच्या दृष्टीने “पनुरुक्ती” चे महत्व 
लुटववक ववटगेन्स्टाइन (Ludwig Wittgenstein) ह्या माझ्या पभवीच्या एका वशष्ट्याने माझ्या लक्षात आणभन वदले; तो त्या प्रश्नावर सशंोधन करीत 
होता. त्याने तो प्रश्न सोडवला आहे ककवा नाही हे मला मावहती नाही; इतकेच नव्हे तर आता तो वजवंत आहे की] व्याक्या कशी 
करावयाची ते मावहती नाही. काही काळ समाधानकारक वाटेल, अशी व्याख्या पढेु करणे सोपे असेल; पण 
व्याख्येच्या लक्षणाशी पवरचय असल्याचे वाटत असभनही, समाधानकारक म्हणता येईल अशी एकही व्याख्या 
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मला वदसत नाही. म्हणभन ह्या वठकाणी, गवणताच्या तार्मकक आकाराच्या वदशनेे चाललेल्या आपल्या उलट 
प्रवासात आपण ज्ञानाच्या वक्षवतजावर पोचलो आहोत असे ततय म्हणता येईल.  

 
आता आपण गवणती तत्वज्ञानाच्या आपल्या काहीश्या त्रोटक अशा पवरचयाच्या, शवेटास येऊन 

ठेपलो आहोत. जोवर आपण तार्मकक वचन्हाचंा उपयोग करण्यापासभन दभर राहभ तोवर, ह्या ववषयात अतंिभयत 
असलेत्या कल्पना समजावभन सागंणे अशक्य आहे. आपण जे व्यक्त करू इस्च्छतो ते स्वािाववकरीत्या नेमके 
व्यक्त करण्याकरता नेहमीच्या चालभ  िाषेत मुळीच शब्द नाहीत. त्यामुळे, जोवर आपण चालभ  िाषेलाच 
वचकटभन राहभ तोवर शब्दाचं्या अथाची अनैसर्मगक ओढाताण होणे साहवजक आहे. आवण सुखातीस नाही तरी 
काही वळेानंतर वाचक शब्दाचं्या चालभ  अथामध्ये पडण्याची, आवण त्यामुळे जे म्हणावयाचे आहे त्याबद्दल 
चुकीचा ग्रह करून घेण्याची शक्यता वनवित आहे. वशवाय नेहमीचे व्याकरण आवण वाक्यरचना कमालीच्या 
भ्रामक आहेत. उदाहरणाथय, संख्याचं्या बाबतीत असे घडते; “दहा माणसे” ह्याचे रूप व्याकरणदृष्ट्ट्या 
“गोरी माणसे” सारखे आहे. त्यामुळे दहा हे “मनुष्ट्याचें वणयन करणारे ववशषेण आहे असेच वाटेल; आवण 
जेथे प्रववधानफलाचंा अतंिाव होतो, ववशषेत: अस्स्तत्व आवण वणयनाच्या सदंिात, तेथे हेच घडते. िाषा ही 
भ्रामक असल्यामुळे तसेच ती तकय शास्त्रास लावली असता वडेीवाकडी आवण अचभक नसल्याने 
(तकय शास्त्राकरता ती वनमाण झालीच नव्हती) आपल्या ववषयाचे वववचेन अल ककवा पवरपभणय होत नाही. 
त्याकरता तार्मकक प्रतीकव्यवस्था सवयस्वी अत्यावश्यक आहे. म्हाणभंन ज्या वाचकानंा गवणताच्या तत्त्वावंर 
प्रितु्व सपंादन करावयाचे असेल, ते प्रतीकावंर प्रितु्व वमळववण्यास कष्ट करण्यात अनमान करणार नाहीत 
अशी आशा आहे. हे कष्ट वाटतात त्यापेक्षा, खभपच कमी आहेत. बरील धावत्या आढाव्यावरून लक्षात आले 
उरसेल की या ववषयातील न सुटलेली अशी असंख्य कभ टे आहेत, आवण त्यावंर खभप काम केले पावहजे. जर 
ह्या पुस्तकाचा पवरणाम म्हणभन एखाद्या ववद्यार्थयास गवणती तकय शास्त्राचा सखोल अभ्यास करण्याची इच्छा 
झाली तर ते ज्या हेतभंकरता वलवहले त्यातील प्रमुख हेतभ सफल होईल. [पृ.२०६] 
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